
MATEMÁTICAS II 

JUNIO 2019 

OPCIÓN A 

Ejercicio 1. (Calificación máxima: 2,5 puntos) 

Considera la función f(x) definida por: 

f(x) =
𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ≠ −1 

Se pide: 

a) (1,5 puntos) Estudia y determina las asíntotas de la gráfica f(x). 

b) (1 punto) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). 

 

Solución: 

a) Asíntotas horizontales: 
      

lim
x→−∞

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
= lim

x→−∞

𝑥2

𝑥2 +
3𝑥
𝑥2 +

4
𝑥2

2𝑥
𝑥2 +

2
𝑥2

= lim
x→−∞

1 +
3
𝑥

+
4
𝑥2

2
𝑥 +

2
𝑥2

= 
1 +

3
−∞

+
4

(−∞)2

2
−∞ +

2
(−∞)2

=
1

0−
= −∞ 

 

lim
x→+∞

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
= lim

x→+∞

𝑥2

𝑥2 +
3𝑥
𝑥2 +

4
𝑥2

2𝑥
𝑥2 +

2
𝑥2

= lim
x→+∞

1 +
3
𝑥 +

4
𝑥2

2
𝑥 +

2
𝑥2

= 
1 +

3
∞ +

4
∞2

2
∞ +

2
∞2

=
1

0+
= +∞ 

 

Por lo tanto, no existen asíntotas horizontales 

 

Asíntotas verticales: 

Como: dom f(x)= ℝ − {−1} 

 

lim
x→−1

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
= ∞ ⟹ 𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 

 

lim
x→−1+

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
=

2

0+
= ∞ 

 

lim
x→−1−

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
=

2

0−
= −∞ 

 

Asíntota oblicua 

Al no existir asíntota horizontal, puede existir asíntota oblicua y debemos estudiarlo. 

Dicha asíntota tendrá la forma y=mx +n. Siendo: 

𝑚 = lim
x→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

x→ ∞−
+

𝑥2 + 3𝑥 + 4
2𝑥 + 2

𝑥
= lim

x→ ∞−
+

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥2 + 2𝑥
=

1

2
 

 

𝑛 = lim
x→∞

(𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥) = lim
x→ ∞−

+

𝑥2 + 3𝑥 + 4

2𝑥 + 2
−

1

2
𝑥 = lim

x→ ∞−
+

2𝑥 + 4

2𝑥 + 2
= 1 



 

Tendremos asíntota oblicua con la expresión:  

𝑦 =
1

2
𝑥 + 1 

 

b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos de estudiar 

el signo de la derivada de f(x). 
 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥2 + 4𝑥 − 2

(2𝑥 + 2)2
= 0 ⇒ 2𝑥2 + 4𝑥 − 2 = 0 ⇒ {𝑥 = −1 − √2

𝑥 = −1 + √2
 

 

 (−∞,−1 − √2) (−1 − √2, −1) (−1,−1 + √2) (−1 + √2,∞) 

𝑓′(𝑥) + - - + 
𝑓(𝑥) Creciente Decreciente Decreciente Creciente 

 

La función es creciente en el intervalo (−∞,−1 − √2)⋃(−1 + √2,∞) y decreciente en  

(−1 − √2,−1)𝑈(−1,−1 + √2). 

 

Ejercicio 2. Calificación máxima (2,5 puntos) 

Sea la función 𝑓: (0, +∞) → ℝ definida por 𝑓(𝑥) =
1+𝑒𝑥

1−𝑒𝑥 .Halla la primitiva de f cuya 

gráfica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable 𝑡 = 𝑒𝑥) 

Solución: 

Aplicando el cambio de variable sugerido 
 

𝑡 = 𝑒𝑥 → 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 → ∫

1 + 𝑒𝑥

1 − 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = ∫
1 + 𝑡

𝑡(1 − 𝑡)
𝑑𝑡 

 
1 + 𝑡

𝑡(1 − 𝑡)
=

𝐴

𝑡
+

𝐵

1 − 𝑡
=

𝐴(1 − 𝑡) + 𝐵𝑡

𝑡(1 − 𝑡)
 

 

1 + 𝑡 = 𝐴(1 − 𝑡) + 𝐵𝑡 

Para t=1 B=2 
 

Para t=0 A=1 

 

∫
1 + 𝑡

𝑡(1 − 𝑡)
𝑑𝑡 = ∫(

1

𝑡
+

2

1 − 𝑡
) 𝑑𝑡 = ln|𝑡| − 2 ln|1 − 𝑡| + 𝑐    ∀ 𝑐 𝜖 ℝ 

 

A continuación, deshacemos el cambio de variable. 

 

ln|𝑡| − 2ln|1 − 𝑡| + 𝑐 = ln|𝑒𝑥| − 2 ln|1 − 𝑒𝑥| + 𝑐    ∀ 𝑐 𝜖 ℝ 

 

 



 

Por último, determinamos la primitiva que pasa por el punto (1,1) 

 

1 = ln|𝑒1| − 2 ln|1 − 𝑒1| + 𝑐 ⇒ 1 = 1 − 2 ln|1 − 𝑒| + 𝑐 ⇒ 𝑐 =  2 ln|1 − 𝑒| 

 

𝐹(𝑥) = 𝑥 − 2 ln|1 − 𝑒𝑥| + 2 ln|1 − 𝑒| 
 

Ejercicio 3. (Calificación máxima 2,5 puntos) 

Calcula todas las matrices X = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) tales que a+d=1, tienen determinante 1 y 

cumplen A X=X A, siendo 𝐴 = (
0 −1
1 0

) 

 

Solución: 

Imponemos la condición A X=X A 

𝐴 𝑋 = (
0 −1
1 0

) (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = (
−𝑐 −𝑑
𝑎 𝑏

) 

 

𝑋 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
0 −1
1 0

) = (
𝑏 −𝑎
𝑑 −𝑐

) 

 

Igualando los términos de la matriz obtenemos: 

{
𝑎 = 𝑑
𝑏 = −𝑐

 

 

Ahora aplicamos la condición 𝑎 + 𝑑 = 1 ⇒ 𝑎 + 𝑎 = 1 ⇒ 𝑎 = 𝑑 = 1/2 

 

Por lo que nos queda la expresión 𝑋 = (
1/2 −𝑐
𝑐 1/2

) 

 

A continuación, imponemos la condición que el determinante es igual a 1 

|𝑋| = |
1/2 −𝑐
𝑐 1/2

| =
1

4
+ 𝑐2 ⇒

1

4
+ 𝑐2 = 1 ⇒ 𝑐 =−

+ √1 −
1

4
= ±

√3

2
 

 

𝑋1 = (
1/2 −

√3

2

√3

2
1/2

)     𝑋2 = (
1/2

√3

2

−
√3

2
1/2

) 

 
 

Ejercicio 4. (Calificación máxima 2,5 puntos) 

Considera la recta 𝑟 ≡
𝑥−2

−1
=

𝑦−2

3
=

𝑧−1

1
 y los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 = 0 𝑦 𝜋2 ≡ 𝑦 = 0  

a) (1,25 puntos) Halla los puntos de la recta r que equidista de los planos 𝜋1 𝑦 𝜋2 

b) (1,25 puntos) Determina la posición relativa de la recta r y la recta 

intersección de los planos 𝜋1 𝑦 𝜋2. 

 

Solución: 



 

a) Vamos a buscar los puntos de la recta r que cumplen la condición 

distancia(P, 𝜋1)=distancia(P, 𝜋2). Pasamos la recta r a forma paramétrica  

 

𝑟 ≡ {
𝑥 = 2 − 𝜆
𝑦 = 2 + 3𝜆
𝑧 = 1 + 𝜆

 

 

por lo que los puntos de la recta son de la forma P (2-𝜆, 2 +  3𝜆, 1 + 𝜆) 

A continuación, imponemos la condición anterior. distancia(P, 𝜋1)=distancia(P, 𝜋2) 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑃, 𝜋1) =
|2 − 𝜆 + 0 + 0 + 0|

√12 + 02 + 02
= |2 − 𝜆| 

 

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑃, 𝜋2) =
|0 + 2 + 3𝜆 + 0 + 0|

√+02 + 12 + 02
= |2 + 3𝜆| 

 

|2 − 𝜆| = |2 + 3𝜆| ⇒ {
𝜆 = 0

𝜆 = −2
 

 

𝑃1 = (2,2,1)  𝑦  𝑃2 = (4, −4,−1)     
 

b) Llamaremos s a la recta intersección de los dos planos. 𝑠 ≡ {
𝑥 = 0
𝑦 = 0

 

Siendo en forma paramétrica 

{
𝑥 = 0
𝑦 = 0
𝑧 = 𝛼

 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝛼 𝜖 ℝ, 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑉𝑠⃗⃗⃗  = (0,0,1) 𝑃𝑠 = (0,0,0) 

  

Llamaremos M = (𝑉𝑟 ⃗⃗⃗⃗   𝑉𝑠⃗⃗⃗  ) 𝑦 𝑀∗ = (𝑉𝑟 ⃗⃗⃗⃗   𝑉𝑠⃗⃗⃗    𝑃𝑟 𝑃𝑠
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

𝑃𝑟 𝑃𝑠
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (2,2,1) − (0,0,0) = (2,2,1) ⇒ 𝑀 = (

−1 0
3 0
1 1

) 𝑀∗ = (
−1 0 2
3 0 2
1 1 1

)  

 

𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑀: |
3 0
1 1

| = 3 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀) = 2 ≠ 0 → 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛 𝑜 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛 

 

Como 𝑉𝑟 ⃗⃗⃗⃗ ≠ 𝜆𝑉𝑠⃗⃗⃗   no son paralelas 

 

𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝑑𝑒 𝑀∗: |
−1 0 2
3 0 2
1 1 1

| = 8 ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀∗) = 3 → 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛 



MATEMÁTICAS II 
JUNIO 2019 
OPCIÓN B 

 

Ejercicio 1. (Calificación máxima: 2,5 puntos) 

Considera la función 𝑓:ℝ → ℝ definida por 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑒𝑥 

a) (1,25 puntos) Determina a sabiendo que la función tiene un punto crítico en x=0. 

b) (1,25 puntos) Para a=1, calcula los puntos de inflexión de la gráfica de f(x). 

 

Solución: 

a) Para que x=0 sea un punto crítico debe cumplir la condición 𝑓′(0) = 0 

 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 − 𝑎)𝑒𝑥 = (𝑥 − 𝑎 + 1)𝑒𝑥 

𝑓′(0) = 0 ⇒ (0 − 𝑎 + 1)𝑒0 = 0 ⇒ 𝑎 = 1 
 

b) Para determinar los puntos de inflexión debemos de imponer 𝑓′′(𝑥) = 0 y la 

condición del enunciado de a=1 

 
𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = (𝑥 + 1)𝑒𝑥 ⇒ (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

 

A continuación estudiamos el signo de 𝑓′′(𝑥) 
 

 (−∞,−1) (−1,∞) 
𝑓′′(𝑥) - + 

 

 

Como cambia de signo 𝑓′′(𝑥)en x=-1 podemos determinar que existe un punto de 

inflexión en dicho punto. 

 

Ejercicio 2. Calificación máxima (2,5 puntos) 

Considera las funciones 𝑓: (−2,+∞) → ℝ, definida por 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2) 𝑦 𝑔: ℝ → ℝ 

definida por 𝑔(𝑥) =
1

2
(𝑥 − 3). 

a) (1 punto) Esboza el recinto que determinan la gráfica de f(x) la gráfica de g(x) y 

las rectas x=1 y x=3. 

b) (1,5 puntos) Determina el área del recinto anterior. 

 

Solución: 

a) La función 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2) es similar a la función ln(𝑥) pero esta con asíntota 

vertical en x=-2. 
 



 
 

La función g(x) es una recta, basta con determinar dos puntos para poder 

representarla. 
 

 

 
 

A continuación, superponiendo ambas funciones entre x=1 y x=3 podemos observar 

el área encerrada entre ellas. 

 
 

b) ∫ (ln(𝑥 + 2) −
3

1

1

2
(𝑥 − 3))𝑑𝑥 = [𝑥 ln|𝑥 + 2| − 𝑥 + 2 ln|𝑥 + 2| −

𝑥2

4
+

3𝑥

2
]
1

3

=

(5 𝑙𝑛5 − 3 ln 3 − 1) 𝑢2 



 

Aclaración:∫ ln(𝑥 + 2) ⇒

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠     {
𝑢 = 𝑙𝑛|𝑥 + 2| ⇒ 𝑑𝑢 =

1

𝑥+2
𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 ⇒              𝑣 = 𝑥
 

 

 

 

Ejercicio 3. (Calificación máxima 2,5 puntos) 

 

Dadas las matrices 𝐴 = (
2 − 𝑚 1 2𝑚 − 1

1 𝑚 1
𝑚 1 1

)          𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
)          𝐵 =  (

2𝑚2 − 1
𝑚
1

).  

 

Considera el sistema  de ecuaciones lineales dado por 𝑋𝑡𝐴 = 𝐵𝑡. Discútelo según los 

distintos valores de m. 

 

Solución: 

{
(2 − 𝑚)𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝑧 = 2𝑚2 − 1

𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑧 = 𝑚
(2𝑚 − 1)𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1

 

 

Definiremos la matriz  𝑀 = (
2 − 𝑚 1 𝑚

1 𝑚 1
2𝑚 − 1 1 1

)      𝑦   𝑀∗ = (
2 − 𝑚 1 𝑚

1 𝑚 1
2𝑚 − 1 1 1

 2𝑚2 − 1
𝑚
1

) 

 

Ahora estudiaremos el rango de dichas matrices en función del parámetro m. 
 

|
2 − 𝑚 1 𝑚

1 𝑚 1
2𝑚 − 1 1 1

| = (2 − 𝑚)𝑚 + 𝑚 + 2𝑚 − 1 − 𝑚2(2𝑚 − 1) − 2 + 𝑚 − 1 =      

−2𝑚3 + 6𝑚 − 4 = 0 ⇒ {
𝑚 = 1

𝑚 = −2
 

 

 Si 𝑚 ≠ 1,−2  ⇒  |𝑀| ≠ 0, por tanto el rango es 3 y el de la ampliada también, se 

trata de un sistema compatible determinada, existe una única solución. 

 Si 𝑚 = 1 ⇒  |𝑀| = 0, por lo que tendrá rango menor que 3. Veamos si tiene algún 

menor de orden 2 distinto de cero 

  𝑀 = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

)   𝑀∗ = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

   1
   1
   1

) 

 

Rango (M): |
1 1
1 1

| = 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀) = 1. 

 

Rango (𝑀∗): |
1 1 1
1 1 1
1 1 1

| = 0 → |
1 1
1 1

| = 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀∗) = 1. 

 

Por tanto que rango(M)=rango(M*)=1< número de incógnitas por lo que es un 

sistema compatible indeterminado. 



 

 Si 𝑚 = −2 ⇒  |𝑀| = 0, por lo que tendrá rango menor que 3. Veamos si tiene algún 

menor de orden 2 distinto de cero 

 

𝑀 = (
4 1 −2
1 −2 1

−5 1 1
)   𝑀∗ = (

4 1 −2
1 −2 1

−5 1 1

   7
  −2
   1

) 

         Rango (M): |
4 1
1 −2

| = −9 ≠ 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀) = 2. 

          

         Rango (𝑀∗): |
4 1 7
1 −2 −2

−5 1 1
| = −54 ≠ 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝑀∗) = 3. 

 

        Por tanto que rango(M)≠rango(M*) por lo que es un sistema incompatible.      

 

 

Ejercicio 4. (Calificación máxima 2,5 puntos) 

Considera el triángulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0) B(1,0,2) y C(0,2,1) 

a) (1,25 puntos) hallar el área de dicho triángulo. 

b) (1,25) Calcula el coseno del ángulo en el vértice A. 

 

Solución: 

a) Para determinar el área del triángulo debemos calcular el área del paralelogramo 

y dividirlo entre dos. 

𝐴 =
1

2
|(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)| 

 

Primero debemos calcular los vectores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ y 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,0,2) − (1,1,0) = (0,−1,2)                         𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,2,1) − (1,1,0) = (−1,1,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 �⃗� 

0 −1 2

−1 1 1

| = (−3,-2-1) 

𝐴 =    
1

2
√(−3)2 + (−2)2 + (−1)2=

√14

2
 𝑢2 

b) Para determinar el ángulo entre los vectores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ y 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ debemos usar la expresión 

del producto escalar entre ambos vectores: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| ∙ cos( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √02 + (−1)2+22=√5                  |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √3 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0, −1,2) ∙  (−1,1,1) = 1 
 

1 = √5 ∙ √3 ∙ cos( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⇒ cos( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 1/√15  

 

Por lo que el ángulo comprendido es cos−1 (
1

√15
) = 75 grados. 


