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MATEMATICAS II
JUNIO 2019
OPCION A

Ejercicio 1. (Calificacién méxima: 2,5 puntos)
Considera la funcién f(x) definida por:

x?24+3x+4

00 =— 12

parax # —1

Se pide:
a) (1,5 puntos) Estudia y determina las asintotas de la gréfica f(x).
b) (1 punto) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucién:

a) Asintotas horizontales:

2
x2 3x 4 3 4 3 4
x4 3x+4  pEtiztz 143tz Y=otz a1
lim ————— = lim =——*—== lim = — = -
X——00 2x + 2 X——00 Z_X + i X——00 z + 1 2 £ 2 0
Y2 %2 x ' x2 —0 T (—0)2
x> 3x 4 3 4 4
x2+3x+4 . p+x—2+p . 1+§+F 1+E+Q 1
im ————— = lim = lim = =— =40
Sl 2x¥2 ae 2 2 e 2,2 0 2,2 0
x%  x? X x2 0 ' 002

Por lo tanto, no existen asintotas horizontales

Asintotas verticales:
Como: dom f(x)= R — {—1}

x4+ 3x+4 , ) ,
lim ——— = o0 = Existe asintota vertical
x—>—1 2x + 2

x243x+4 2
e _

lim o
o+ T 2x + 2 0+

i x> +3x+4 2
im —=—=—-o

x>-1"  2x + 2 0~

Asintota oblicua

Al no existir asintota horizontal, puede existir asintota oblicua y debemos estudiarlo.
Dicha asintota tendrd la forma y=mx +n. Siendo:

x> +3x+4
Cf® . Toxxz . x*+3x+4 1
m= lim——= lim ——————= lim ———=—
x-m X x—Foo X x—»to 2x2% 4+ 2x 2
— lim (F(x) )= i x*+3x+4 1 2x+4
n=lm(fl) —mx) = lim — s ¥ = M T
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Tendremos asintota oblicua con la expresién:

—lx41
y=5x

b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos de estudiar
el signo de la derivada de f(x).

2x% + 4x -2

i _ x=—1—\/i
FO == s 2y

=0:>2x2+4x—2=0:>{
x=-1++2

(m0,—1-v2) | (-1=+2,-1) | (-1,-1+V2) | (=1++2,)
f'(x) + - - +

f(x) Creciente Decreciente Decreciente Creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—00, -1- \/E)U(—l +1/2, 00) y decreciente en

(-1 -v2,-1)U(-1,-1+2).

Ejercicio 2. Calificacién méaxima (2,5 puntos)

Sea la funcién f: (0, +%) - R definida por f(x) = i—zx .Halla la primitiva de f cuya
grafica pasa por el punto (1,1). (Sugerencia: cambio de variable t = e*)
Solucién:

Aplicando el cambio de variable sugerido

dt

dt 1+e* 1+t¢
t=e*->dx= =f

T 1o t(1—¢t)

1+t A B _A(l-t)+Bt

t(l—t):t+1—t_ t(1—-1t)

1+t=A(1—-1t)+Bt
Para t=1 B=2

Para t=0 A=1

jl+t dt—J(1+ 2 )dt—lltl 2In|l1—t|4+c¢c VceR
D R AV Ty A " c vee

A continuacién, deshacemos el cambio de variable.

In|[t| — 2In|]1 —t| + c =Inle*| —2In|]1 —e*|+¢c VceR
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Por ¢ltimo, determinamos la primitiva que pasa por el punto (1,1)
1=Inle!|—2In|1—ell+c=>1=1-2In|l—e|+c=>c=2In|1—¢|
F(x)=x—2In|1—¢e*|+ 2In|1 — ¢|

Ejercicio 3. (Calificacién méxima 2,5 puntos)

Calcula todas las matrices X = (Z Z) tales que a+d=1, tienen determinante 1y
cumplen A X=X A, siendo 4 = ((1) _01)

Solucién:

Imponemos la condicién A X=X A
ax=( )C D= %)
xa=(C )G 9)=G 2
Igualando los términos de la matriz obtenemos:
{ba=_—dc

Ahora aplicamos la condiciéna+d=1=2a+a=1=2a=d =1/2

1/2 —c)

Por lo que nos queda la expresiéon X = ( ¢ 12

A continuacién, imponemos la condicién que el determinante es igual a 1

_1/2 —C _1 2 1 2 _ —+ 1_ V3
|X|_|C 1/2|—Z+C @Z-i‘C =1=>c=" 1—Z—i7
12 -8B 12 B
X1 = \/5 2 XZ = \/§ 2
— 1/2 —-—— 1/2
2 2
Ejercicio 4. (Calificacién méaxima 2,5 puntos)
Considera la recta r = 222 = X2=21 ylosplanosm, =x=0yn,=y=0

-1 3 1
a) (1,25 puntos) Halla los puntos de la recta r que equidista de los planos 7, y m,

b) (1,25 puntos) Determina la posiciéon relativa de la recta r y la recta
interseccion de los planos m; y m,.

Solucién:
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a) Vamos a buscar los puntos de la recta r que cumplen la condicién
distancia(P, ;) =distancia(P, ;). Pasamos la recta r a forma paramétrica

x=2-—-21
r=jy=2+31
z=1+41

por lo que los puntos de la recta son de la forma P (2-1,2 + 34,1+ 1)
A continuacién, imponemos la condicién anterior. distancia(P, ;) =distancia(P, 1)

2-2+0+0+0]

dist(P,my) = |2 — A
N T R
0+2+314+0+0
dist(P,m,) = | | = |2 + 31|
V402 + 12 + 02
_ A=0
2-2=12+30= ("""
Pl = (2;2;1) y PZ = (4l _4I_1)
. o x=0
b) Llamaremos s a la recta interseccién de los dos planos. s = {y —0
Siendo en forma paramétrica
x=0 _
y = 0 para a € R,por tanto V; = (0,0,1) P; = (0,0,0)
Z=a«a

Llamaremos M = (Vr) VS))yM* =W, V. B.P)

-1 0 -1 0 2
P.P,=(221)—(000)=(1221)=>M= < 3 0| M= 3 0 2)
1 1 1 1 1

Rango de M: |51) (1)| =3 = rango(M) =2 # 0 - r y s se contan o se cruzan

Como W * /175 no son paralelas

-1 0 2
Rangode M*:| 3 0 2|=8=rango(M*) =3 — se cruzan
1 1 1
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MATEMATICAS Il
JUNIO 2019
OPCION B

Ejercicio 1. (Calificacién méaxima: 2,5 puntos)
Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = (x — a)e*

a) (1,25 puntos) Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en x=0.
b) (1,25 puntos) Para a=1, calcula los puntos de inflexién de la gréfica de f(x).

Solucién:

a) Para que x=0 sea un punto critico debe cumplir la condicién f'(0) = 0

f'x) =e*+(x—a)e*=(x—a+1)e*
fl(0)=0=>0-a+1De’=0=>a=1

b) Para determinar los puntos de inflexion debemos de imponer f''(x) =0y la
condicién del enunciado de a=1

fl'x)=e*+xe*=x+1De*=>x+1e*=0=>x=-1

A continuacién estudiamos el signo de ' (x)

(—OO, _1) (_1, OO)
f"'() - +

Como cambia de signo f" (x)en x=-1 podemos determinar que existe un punto de
inflexién en dicho punto.

Ejercicio 2. Calificacién méaxima (2,5 puntos)
Considera las funciones f: (—2,+») - R, definida por f(x) =In(x +2)yg: R-> R
definida por g(x) = %(x -3).

a) (1 punto) Esboza el recinto que determinan la gréfica de f(x) la grafica de g(x) y
las rectas x=1y x=3.
b) (1,5 puntos) Determina el drea del recinto anterior.

Solucién:

a) La funcién f(x) = In(x + 2) es similar a la funcién In(x) pero esta con asintota
vertical en x=-2.
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-5

-10]

La funcién g(x) es una recta, basta con determinar dos puntos para poder
representarla.

A continuacién, superponiendo ambas funciones entre x=1 y x=3 podemos observar
el drea encerrada entre ellas.

2 s

/

A1

/]
1%

3 1 x2  3x]3
b) fl(ln(x+2)—5(x—3))dx= [xln|x+2| —x + 2In|x + 2| _T+71 =
(5in5—-3In3 —1)u?
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Aclaracién: [ In(x + 2) =

. {u=ln|x+2|=>du=de
integramos por partes x+2

dv =dx = V=X

Ejercicio 3. (Calificacién méxima 2,5 puntos)
2—-m 1 2m-1 x 2m2—1
Dadas las matrices 4 = 1 m 1 X = (y) B = m .
m 1 1 z 1

Considera el sistema de ecuaciones lineales dado por X*4 = B*. Discutelo segun los
distintos valores de m.

Solucion:

Q-mx+y+mz=2m?—1
x+my+z=m
Cm—-Dx+y+z=1

2-m 1 m 2-m 1 m2m?-1
Definiremos la matriz M=< 1 m 1 yM*=< 1 m 1 m )
2Zm—-1 1 1 2Zm—-1 1 1 1

Ahora estudiaremos el rango de dichas matrices en funcién del pardmetro m.

2—-m 1 m
1 m 1|=QC-mm+m+2m—-1-m?*Cm-1)-2+m—-1=
2Zm—1 1 1

—21113+6m—4=0=>{m=1

m=—2

e Sim=#1,—2 = |M|# 0, portanto el rango es 3 y el de la ampliada también, se
trata de un sistema compatible determinada, existe una Unica solucién.

e Sim=1 = |M|=0, porlo que tendrd rango menor que 3. Veamos si tiene algin
menor de orden 2 distinto de cero

1 11 11 11
M=|1 1 1) M=(1 1 11
1 1 1 1 1 11
Rango (M): 1 1| =0 - rango(M) = 1.

1 11
1 11
1 1 1

Rango (M*): =0- H H =0 - rango(M™) = 1.

Por tanto que rango(M)=rango(M*)=1< ndmero de incégnitas por lo que es un
sistema compatible indeterminado.
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e Sim=-2 = |M|=0, porlo que tendr& rango menor que 3. Veamos si tiene algin
menor de orden 2 distinto de cero

4 1 -2 4 1 -2 7
M=|l1 -2 1 M=|1 -2 1 -2
-5 1 1 -5 1 1 1

Rango (M): |£1} _12| =—-9#0 - rango(M) = 2.

4 1 7
Rango (M*): |1 -2 —-2|=-54+#0 - rango(M*) =3.
-5 1 1

Por tanto que rango(M)#rango(M*) por lo que es un sistema incompatible.

Ejercicio 4. (Calificacién maxima 2,5 puntos)

Considera el triGngulo cuyos vértices son los puntos A(1,1,0) B(1,0,2) y C(0,2,1)
a) (1,25 puntos) hallar el drea de dicho triangulo.

b) (1,25) Calcula el coseno del dngulo en el vértice A.

Solucién:

a) Para determinar el drea del tridngulo debemos calcular el drea del paralelogramo
y dividirlo entre dos.

1 — —_—
A= E|(AB x AC)|

. — —
Primero debemos calcular los vectores AB y AC

4B = (1,0,2) - (1,1,0) = (0,-1,2) AC = (0,2,1) — (1,1,0) = (-1,1,1)
B A A
ABXAC=|¢9 -1 2|=(-3,-2-1)
-1 1 1

A= 1327+ (—1)2=g w2

. ’ e A .
b) Para determinar el dngulo entre los vectores AB y AC debemos usar la expresién
del producto escalar entre ambos vectores:

AB - AC = |ﬁ| . |R| . cos(ﬁ,ﬁ)

|[4B| = /02 + (-1)2+22=V5 |AC| =3
AB -AC=(0,-12)- (-1,1,1) =1

1=+5 -@-cos(ﬁ,ﬁ) = cos(ﬁ,ﬁ) =1/V15

Por lo que el dngulo comprendido es cos™?! (\/%_5) = 75 grados.
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