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a) Asíntotas horizontales 

lim
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Existe asíntota horizontal en y=1 y por tanto no hay asíntota oblicua. 
 
Asíntota vertical 
Como: dom f(x)= ℝ-{±1} 

lim
𝑥→+1

𝑥2−2𝑥−3

𝑥2−1
=∞ Existe asíntota vertical en x=1 

lim
𝑥→+1−

𝑥2−2𝑥−3

𝑥2−1
=

−4

0− = +∞ 

lim
𝑥→+1+

𝑥2−2𝑥−3

𝑥2−1
=

−4

0+
= −∞

lim
𝑥→−1

𝑥2−2𝑥−3

𝑥2−1
=

0

0
IND (factorizamos) 

lim
𝑥→−1

(𝑥+1)(𝑥−3)

(𝑥+1)(𝑥−1)
= lim

𝑥→−1

(𝑥−3)

(𝑥−1)
=

−4

−2
= 2 No hay asíntota vertical en x=-1 

 
b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento debemos estudiar el 

signo de la derivada de f(x) 
 

𝑓´(𝑥) =
(2𝑥 − 2)(𝑥2 − 1) − (𝑥2 − 2𝑥 − 3)(2𝑥)

(𝑥2 − 1)2
=

2𝑥3 − 2𝑥 − 2𝑥2 + 2 − 2𝑥3 + 4𝑥2 + 6𝑥

(𝑥2 − 1)2

=
2𝑥2 + 4𝑥 + 2

(𝑥2 − 1)2
=

2(𝑥 + 1)2

(𝑥 + 1)2(𝑥 − 1)2
=

2

(𝑥 − 1)2
> 0 

Por tanto la función crece en el intervalo (-∞, -1)Ս(-1,1)Ս(1,+∞) 



 

𝐹(𝑥) = 𝑥𝑒3𝑥
1

9

Como a>0 y f(x)= xe3x ; f(x)=0→x=0, tenemos que ∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 =
𝑎

0

1

9

𝐼 = ∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 Resolvemos por partes {
𝑢 = 𝑥

𝑑𝑣 =  𝑒3𝑥𝑑𝑥
→ {

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑣 =
1

3
𝑒3𝑥 

 

𝐼 =
1

3
𝑥𝑒3𝑥 −

1

3
∫ 𝑒3𝑥𝑑𝑥 =

1

3
𝑥𝑒3𝑥 −

1

9
𝑒3𝑥 + 𝐶 =

1

9
𝑒3𝑥(3𝑥 − 1) + 𝐶

∫ 𝑥𝑒3𝑥𝑑𝑥 =
𝑎

0

1

9
→ [

1

9
𝑒3𝑥(3𝑥 − 1)]

0

𝑎

=
1

9
→ [𝑒3𝑥(3𝑥 − 1)]0

𝑎 = 1

→ 𝑒3𝑎(3𝑎 − 1) − 𝑒0(0 − 1) = 1 → 𝑒3𝑎(3𝑎 − 1) + 1 = 1

→ 𝑒3𝑎(3𝑎 − 1) = 0 → { 𝑒3𝑎 > 0
3𝑎 − 1 = 0

→ 3𝑎 − 1 = 0 → 𝑎 =
1

3

(
1 −1 𝑚 + 2
0 1 𝑚 + 1
𝑚 0 5

)

 

 

a) Estudiamos el rango de la matriz A en función del parámetro m 

det(𝐴) = |
1 −1 𝑚 + 2
0 1 𝑚 + 2
𝑚 0 5

| = 5 − 𝑚2 − 𝑚 − 𝑚2 − 2𝑚 = 0 → 2𝑚2 + 3𝑚 − 5 = 0

𝑚 =
−3 ± √9 + 40

4
=

−3 ± 7

4
= {

1

−
5

2

∇ 𝑚 ≠ 1 𝑦 −
5

2
 𝑒𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 𝑒𝑠 3

Como el determinante menor de A |
1 −1
0 1

| = 1 ≠ 0, el rango(A)=2 para m= 1 y 

m= -5/2. 
 
b) Calculamos (2020A)-1 con m=2 

 



(2020𝐴)−1 =
1

2020
𝐴−1 

 

𝐴−1 =
𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑡)

|𝐴|
 

Calculamos el determinante de A 
 

|𝐴| = |
1 −1 4
0 1 3
2 0 5

| = 5 − 6 − 8 = −9 

Hacemos la traspuesta de A 
 

𝐴𝑡 = (
1 0 2

−1 1 0
4 3 5

) 

Calculamos la Adjunta de la At 

 

𝐴𝑑𝑗(𝐴𝑡) = (
5 5 −7
6 −3 −3

−2 −2 1
) 

Por lo tanto 
 

(2020𝐴)−1 =
1

2020
 

(
5 5 −7
6 −3 −3

−2 −2 1
)

−9
=

1

18180
(
−5 −5 7
−6 3 3
2 2 −1

) 

𝑟 ≡ 𝑥 − 1 = 𝑦 − 2 =
𝑧−1

𝑎
𝑠 ≡

𝑥−3

−𝑎
=

𝑦−3

−1
=

𝑧+1

2

 

 

a) Cogemos el vector y un punto de ambas rectas 
 

𝑟 ≡ 𝑥 − 1 = 𝑦 − 2 =
𝑧−1

𝑎
{
𝑃𝑟 = (1,2,1)

𝑢𝑟 = (1,1, 𝑎)
  𝑠 ≡

𝑥−3

−𝑎
=

𝑦−3

−1
=

𝑧+1

2
{

𝑃𝑠 = (3,3, −1)

𝑢𝑠 = (−𝑎, −1,2)
 

 
Estudiamos si son paralelas, para ello ha de cumplir que 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗  por lo que: 
 

1

−𝑎
=

1

−1
=

𝑎

2
→ {−𝑎2 = 2

−𝑎 = 1
→ No son paralelas 

 



Por lo tanto se cortan o se cruzan. Lo estudiamos en función del parámetro a, para 
ello hacemos el vector con los dos puntos de la recta y comprobamos si son 

linealmente dependientes 𝑃𝑟𝑃𝑠
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  𝑦 𝑢𝑠⃗⃗⃗⃗ . 

 

𝑃𝑟𝑃𝑠
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (2,1, −2) 

 

|
1 1 𝑎

−𝑎 −1 2
2 1 −2

| = 2 − 𝑎2 + 4 + 2𝑎 − 2 − 2𝑎 = 0 → −𝑎2 + 4 = 0 → 𝑎 = ±2 

 

Si a=±2 r y s se cortan 

Si a≠±2 r y s se cruzan 
 
b) Para a=2, calculamos el punto de corte entre r y s 

 

𝑟 ≡ {
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = 2 + 𝑡
𝑧 = 1 + 𝑡

          𝑠 ≡ {
𝑥 = 3 − 2𝛼
𝑦 = 3 − 2𝛼
𝑧 = −1 + 2𝛼

    Igualando: 

 

{
1 + 𝑡 = 3 − 2𝛼
2 + 𝑡 = 3 − 𝛼

→ {
𝛼 = 1
𝑡 = 0

→ Punto de corte (1,2,1) 

 
Para que sea perpendicular a r y a s calculamos el vector perpendicular a ambas con 
el producto vectorial de los respectivos vectores de r y s. 

  

|
𝑖 𝑗 �⃗� 

1 1 2
−2 −1 2

| = 4𝑖 − 6𝑗 + �⃗� 

Por lo que la recta pedida es: 

{
𝑥 = 1 + 4𝜆
𝑦 = 2 − 6𝜆
𝑧 = 1 + 𝜆

→ℝ
𝑠𝑒𝑛𝑥

2−𝑐𝑜𝑠𝑥

 

 
𝜋

3

𝑓(𝑥) =
𝑠𝑒𝑛𝑥

2−𝑐𝑜𝑠𝑥
 𝑐𝑜𝑛 𝑥 ∈  [0,2𝜋] siendo continua en su intervalo ya que 2-cosx≥1 



a) Calculamos los extremos con la derivada 

f¨(x) =
𝑐𝑜𝑠𝑥(2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) − 𝑠𝑒𝑛𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥

(2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)2
=

2𝑐𝑜𝑠𝑥 − (𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑒𝑛2𝑥)

(2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)2
=

2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1

(2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)2
 

 

𝑓´(𝑥) = 0 → 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 = 0 → 𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1

2
→ {

𝑥1 =
𝜋

3

𝑥2 =
5𝜋

3

 

Calculamos los extremos absolutos: 
 

𝑆𝑖 𝑥 = 0 → 𝑓(0) = 0 

𝑆𝑖 𝑥 =
𝜋

3
→ 𝑓 (

𝜋

3
) =

√3

3
 

𝑆𝑖 𝑥 =
5𝜋

3
→ 𝑓 (

5𝜋

3
) = −

√3

3
 

𝑆𝑖 𝑥 = 2𝜋 → 𝑓(2𝜋) = 0 

Por lo que tenemos un máximo absoluto en (
π

3
,
√3

3
) y un mínimo absoluto en 

(
π

3
, − 

√3

3
). 

 

b) Punto de tangencia (
π

3
,
√3

3
) → 𝑃𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 {

𝐷𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑓´ (
𝜋

3
) = 0

𝐷𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙: ∄→ 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙
 

 

Recta tangente: 𝑦 =
√3

3
 

Recta normal: 𝑥 =
𝜋

3
 

3𝑥2+4

(𝑥−2)2

 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 

a) Calculamos la integral racional 

∫
3𝑥2+4

(𝑥−2)2
𝑑𝑥 →            3𝑥2 + 0𝑥 + 4              𝑥2 − 4𝑥 + 4 

            −3𝑥2 + 12𝑥 − 12  3 
                    12𝑥 − 8  
 

∫
3𝑥2+4

(𝑥−2)2
𝑑𝑥 = ∫ (3 +

12𝑥−8

(𝑥−2)2
)𝑑𝑥

5



12𝑥 − 8

(𝑥 − 2)2
=

𝐴

(𝑥 − 2)
+

𝐵

(𝑥 − 2)2
→ 𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵 = 12𝑥 − 8 → {

𝐴 = 12
𝐵 = 16

∫ (3 +
12𝑥−8

(𝑥−2)2
)𝑑𝑥 = ∫(3 +

12

(𝑥−2)
+

16

(𝑥−2)2
)𝑑𝑥 =3𝑥 + 12𝑙𝑛|𝑥 − 2| −

16

(𝑥−2)
+ 𝐶  

𝐹(𝑥) = 3𝑥 + 12𝑙𝑛|𝑥 − 2| −
16

(𝑥 − 2)
+ 𝐶 

b) Calculamos la primitiva que pasa por (3,5) 
 

𝐹(3) = 5 → 3(3) + 12𝑙𝑛|3 − 2| −
16

(3 − 2)
+ 𝐶 = 5 → 9 − 16 + 𝐶 = 5 → 𝐶 = 12 

 

𝐹(𝑥) = 3𝑥 + 12𝑙𝑛|𝑥 − 2| −
16

(𝑥 − 2)
+ 12 

 

(
1 1 1
1 0 1
4 1 4

) (
𝑎
2𝑎
3𝑎

) (
𝑥
𝑦
𝑧
)

 

 

a) Calculamos el rango de la matriz A 

|
1 1 1
1 0 1
4 1 4

| = 0 → |
1 1
1 0

| = −1 ≠ 0 → 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) = 2 

 
Ahora calculamos el rango de la matriz ampliada en función del parámetro a: 
 

(
1 1 1
1 0 1
4 1 4

|
𝑎
2𝑎
3𝑎

) → |
1 1 𝑎
1 0 2𝑎
4 1 3𝑎

| = 𝑎 + 8𝑎 − 2𝑎 − 3𝑎 = 0 → 𝑎 = 0 

 

Por lo que:  ∇ a≠0→rango(A*)=3≠rango(A) →sistema incompatible sin solución. 

Para a=0→rango(A*)=2=rango(A)≠número de incógnitas → sistema compatible 

indeterminado con infinitas soluciones. 
 
b) Para a=0, tendríamos el siguiente sistema 

 

{
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥 + 𝑧 = 0
4𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 = 0

→ {
𝑦 = 0
𝑥 = −𝑧

→ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−𝑧, 0, 𝑧), 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑧 ∈ ℝ 

 
Por lo tanto satisface la solución y+z=4, al ser y=0 tendríamos que z=4 y x=-4 



𝑟 ≡ {
𝑥 + 𝑦 = 0

𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0
 

 

Pasamos la recta r a paramétrica: 

{
x + y = 0

𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0
→ {

𝑥 = 2 − 3𝑧
𝑦 = −2 + 3𝑧

𝑧 = 𝑧
→ {

𝑃𝑟 = (2,−2,0)

𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = (−3,3,1)
 

 
 Plano π1 perpendicular a r →𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ = 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ → 𝜋1 ≡ −3𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 𝐷 = 0

𝐴 ∈ 𝜋1 → −3(1) + 3(−2) + 0 + 𝐷 = 0 → 𝐷 = 9

 
Por lo que el plano pedido: 

𝜋1 ≡ −3𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 9 = 0

 Plano π2 que contiene a r y pasa por A:

𝑃𝑟𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (−1,0,0)

Hacemos el determinante con A, 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  y 𝑃𝑟𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   e igualamos a 0: 
 

|
𝑥 − 1 𝑦 + 2 𝑧
−3 3 1
−1 0 0

| = 0 → −𝑦 − 2 + 3𝑧 = 0 

 
Por lo que el plano pedido: 
 

𝜋2 ≡ 𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0 

 


