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MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA    JUNIO 2023 
 
 

Ejercicio 1.  
(Álgebra)  
Calcular λ y µ para que el sistema de ecuaciones lineales  

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 𝜇
𝜆𝑥 + 𝑦 = 1
𝑦 + 𝜆𝑧 = −1

 

Tenga infinitas soluciones. (2 puntos). 
Solución: 
 

Para estudiar el sistema formamos la matriz A y la matriz ampliada A*. 
 

𝐴 = (
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

)      𝐴∗ = (
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

|
𝜇
1

−1
) 

 

Para comprobar que tenga infinitas soluciones, que sea un sistema compatible 
indeterminado, necesitamos calcular el rango y que este sea menor que el número 
de incógnitas. 
 Calculamos el determinante de la matriz A y lo igualamos a 0. 
 
 

|
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

| = 𝜆 + 𝜆 − 2𝜆2 = 2𝜆(1 − 𝜆) = 0; {
𝜆 = 0

1 − 𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 1
 

 

 𝜆 = 0 
 

𝐴 = (
1 2 1
0 1 0
0 1 0

)      𝐴∗ = (
1 2 1
0 1 0
0 1 0

|
𝜇
1

−1
) 

Rango A: 

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑏𝑢𝑠𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 ≠ 0. |
1 2
0 1

| ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 = 2 

Rango A*: 

|
1 1 𝜇
0 0 1
0 0 −1

| = 0 (2 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠) 

|
2 1 𝜇
1 0 1
1 0 −1

| = 1 − (−1) ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴∗ = 3 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴 ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴∗   
𝑠𝑒𝑔ú𝑛 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑅𝑜𝑢𝑐ℎé 𝐹𝑟ö𝑏𝑒𝑖𝑢𝑠 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑆𝐼𝑆𝑇𝐸𝑀𝐴 𝐼𝑁𝐶𝑂𝑀𝑃𝐴𝑇𝐼𝐵𝐿𝐸  
 𝜆 = 1 

𝐴 = (
1 2 1
1 1 0
0 1 1

)      𝐴∗ = (
1 2 1
1 1 0
0 1 1

|
𝜇
1

−1
) 
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Rango A: 

|𝐴| = 0 ⇒ 𝑏𝑢𝑠𝑐𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 ≠ 0. |
1 2
1 1

| ≠ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 = 2 

Rango A*: 

|
1 1 𝜇
1 0 1
0 1 −1

| = 𝜇 − (−1 + 1) = 0 ⇒ 𝜇 = 0 

                                                               𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴∗ = 2 

|
2 1 𝜇
1 0 1
1 1 −1

| = 1 + 𝜇 − (−1 + 2) = 0 ⇒ 𝜇 = 0  

 

Para λ=1 y µ=0  

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜𝐴∗ < 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠  𝑠𝑒𝑔ú𝑛 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑅𝑜𝑢𝑐ℎé 𝐹𝑟ö𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠 
𝑆𝐼𝑆𝑇𝐸𝑀𝐴 𝐶𝑂𝑀𝑃𝐴𝑇𝐼𝐵𝐿𝐸 𝐼𝑁𝐷𝐸𝑇𝐸𝑅𝑀𝐼𝑁𝐴𝐷𝑂 (𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠) 

 
Ejercicio 2.  
(Álgebra)  

Dadas las matrices 𝐴 = (
1 0 1

−1 1 0
) , 𝐵 = (

𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 + 𝑦

)  𝑦 𝐶 = (
1 −1

−1 2
), calcular los 

valores de x, y, z ∈ ℝ para que AB sea igual a la inversa 𝐶−1 de la matriz C. (2 puntos). 
Solución: 
 

a) Para que dos matrices puedan multiplicarse el número de columnas de la 
primera tiene que ser igual al número de filas de la segunda. 

𝐴 · 𝐵 = (
1 0 1

−1 1 0
) · (

𝑥 0

𝑦 1

𝑧 𝑥 + 𝑦
) = (

𝑥 + 𝑧 𝑥 + 𝑦

−𝑥 + 𝑦 1
) 

Obtenemos la inversa de C. 

(
1 −1

−1 2
|
1 0
0 1

)𝐹2 + 𝐹1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

1 −1

0 1
|
1 0
1 1

) 𝐹1 + 𝐹2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

1 0

0 1
|
2 1
1 1

) 

𝐶−1 𝑠𝑒𝑟á (
2 1
1 1

) 

Igualando ambos valores formaremos un sistema que podemos resolver 
por Gauss. 
𝑥 + 𝑧 = 2
𝑥 + 𝑦 = 1

−𝑥 + 𝑦 = 1
} 

(
1 0 1
1 1 0

−1 1 0
|
2
1
1
)

𝐹2 − 𝐹1

𝐹3 + 𝐹1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
(
1 0 1
0 1 −1
0 1 1

|
2

−1
3

)𝐹3 − 𝐹2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

1 0 1
0 1 −1
0 0 2

|
2

−1
4

) ⇒

𝑥 + 𝑧 = 2
𝑦 − 𝑧 = −1

2𝑧 = 4
} ⇒

𝒙 = 𝟎
𝒚 = 𝟏
𝒛 = 𝟐

} 

 
Ejercicio 3.  
(Geometría) 
  
Calcular la ecuación del plano π que es perpendicular al plano 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 y pasa 
por los puntos 𝑃 = (0,0,0) 𝑦 𝑄 = (0,1,1). (2 puntos) 
Solución: 
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Para determinar un plano necesitamos conocer 2 vectores y un punto.  

𝑛𝜎⃗⃗ ⃗⃗ = (1,2,3), 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (0,1,1)𝑦  𝑃 = (0,0,0) 
Desarrollamos el determinante y obtendremos la ecuación del plano que nos 
piden. 

𝜋 ≡ |
𝑥 𝑦 𝑧
1 2 3
0 1 1

| = 2𝑥 + 𝑧 − (𝑦 + 3𝑥) = −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0  

𝝅 ≡ −𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 
Ejercicio 4.  
(Geometría)  
 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 ≡
𝑥

−2
=

𝑦−4

2
=

𝑧−1

1
, se pide: 

a) Comprobar que r es paralela a π. (1 punto) 

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de π y paralelo a π, cuya distancia a r coincide con la de 
π. (1 punto). 

Solución: 

 

a) 𝑟 ∥ 𝜋 ⇒ 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ · 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = 0  
𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (−2,2,1) , 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (1,2, −2) ⇒  𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ · 𝑛𝜋⃗⃗ ⃗⃗ = (−2,2,1) · (1,2, −2)

= −2 + 4 − 2 = 0 
Además como el punto de la recta no pertenece al plano, demostramos que recta 
y plano son paralelos. 

b) 𝜎 será un plano paralelo a 𝜋 por tanto su ecuación será 
 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 𝐷 = 0 
Como r es paralela a 𝜋 también lo será 𝜎 por tanto 𝑑(𝑃𝑟 , 𝜋) = 𝑑(𝑃𝑟 , 𝜎) 

𝑑(𝑃𝑟 , 𝜋) =
|1 · 0 + 2 · 4 − 2 · 1|

√12 + 22 + (−2)2
= 2 

𝑑(𝑃𝑟 , 𝜎) =
|1 · 0 + 2 · 4 − 2 · 1 + 𝐷|

√12 + 22 + (−2)2
= 2 ⇒ |8 − 2 + 𝐷| = 6

⇒ {
−8 + 2 − 𝐷 = 6 ⇒ 𝐷 = −12

8 − 2 + 𝐷 = 6 ⇒ 𝐷 = 0
 

Por tanto la ecuación del plano que nos piden será:  

𝝈 ≡ 𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟐𝒛 − 𝟏𝟐 = 𝟎 
 

Ejercicio 5.  
(Análisis)  
 

a) Determinar a y b de modo que las funciones 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑒𝑥 
tomen el mismo valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 
punto) 

b) Demostrar que la función 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 solo se anula en el punto x=0. (1 
punto) 

Solución: 
 

a) Primero calcularemos el punto donde ambas funciones tienen un extremo. 
La condición de extremo es que la primera derivada sea 0. 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 
Para que ambas funciones tomen el mismo valor 𝑓(0) = 𝑔(0) ⇒ −𝑎 = −𝑏 ⇒ 

𝑎 = 𝑏 
Como 𝑔′(0) = 0 ⇒ 𝑔′(0) = 1 + (−𝑏) · 1 = 0 ⇒ 𝒃 = 𝟏, 𝒂 = 𝟏 
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b)  

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 
f(x) es continua en (−∞,+∞) por  suma de polinomio y seno. 
Como, 

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜𝑓(−∞) ≠ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜𝑓(+∞) ⇒ 𝑠𝑒𝑔ú𝑛 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜 ∃ 𝑐
𝑓(𝑐) = 0⁄ . 

Para demostrar que ese punto es único utilizaremos el teorema de Rolle. 

𝑓′(𝑥) = 2 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≠ 0 
Como no hay un punto donde la primera derivada se anule( 𝑐𝑜𝑠𝑥 no puede 
valer -2) entonces solo hay un punto de corte por lo tanto solución única que 
corresponde a x=0. 

 
 

Ejercicio 6.  
(Análisis)  
 

a) Determínese el dominio de definición, intervalos de crecimiento y decrecimiento y 
los máximos y los mínimos, si existen, de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1).  (1 punto) 

b) Calcúlese ∫𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑑𝑥  (1 punto) 

Solución: 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1)  
𝐷𝑜𝑚 = (0,∞) 𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑛𝑥 > 0   

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑡𝑜𝑛í𝑎 ℎ𝑎𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎: 𝑓′(𝑥)

= 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 ·
1

𝑥
= 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

Con este dato estudiaremos el signo de la primera derivada. 

Signo f’(x)        -          +                    Crecimiento: (1,∞) 
                           1 Decrecimiento: (0,1) 

                              Mínimo (1, f(1))= (1, -1) 

b) ∫𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑑𝑥 Para resolver esta integral, aplicaremos el método por 

partes. 

𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 − 1      𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥   

𝑑𝑣 = 𝑥𝑑𝑥      𝑣 =
𝑥2

2
 

∫𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
·  (𝑙𝑛𝑥 − 1) − ∫

𝑥2

2
·
1

𝑥
𝑑𝑥

=
𝑥2

2
·  (𝑙𝑛𝑥 − 1) −

1

2
∫𝑥𝑑𝑥 =

𝑥2

2
·  (𝑙𝑛𝑥 − 1) −

1

2
·
𝑥2

2

=
𝑥2

2
· (𝑙𝑛𝑥 − 1) −

𝑥2

4
+ 𝐶 

 
Ejercicio 7.  
(Análisis)  
 

Calcular lim
𝑥→2

√𝑥3+𝑥−1−√𝑥3+1

𝑥−2
 

(2 puntos) 
Solución: 
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lim
𝑥→2

√𝑥3 + 𝑥 − 1 − √𝑥3 + 1

𝑥 − 2
= (

0

0
) 

Como tenemos indeterminación (
0

0
) aplicaremos la regla de L’Hopital derivando 

numerador y denominador por separado tantas veces como sea necesario hasta 
quitar la indeterminación. 
 

lim
𝑥→2

3𝑥2 + 1

2√𝑥3 + 𝑥 − 1
−

3𝑥2

2√𝑥3 + 1
1

=

13
6 − 2

2
=

𝟏

𝟔
 

 
Ejercicio 8.  
(Análisis)  
 
Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 y el eje de 

abscisas cuando x varía en el intervalo [−1,0]. (2 puntos) 
 
Solución: 

Aplicaremos la Regla de Barrow para el cálculo de áreas. 

∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1

 

Aplicaremos el método por partes: 

𝑢 = 𝑥   𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  
 𝑣 = 𝑒−𝑥   𝑑𝑣 = −𝑒−𝑥 

∫𝑥𝑒−𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 − ∫−𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 + ∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝐶 

∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1

= −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥]−1
0 = −1 − (𝑒 − 𝑒) = −1  

𝑃𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑙 á𝑟𝑒𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑛𝑐𝑖𝑒𝑟𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑐𝑖𝑛𝑡𝑜 𝑠𝑒𝑟á = |−1| = 𝟏𝒖𝟐 
 
Ejercicio 9.  
(Probabilidad y estadística)  
El 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado es Salamanca son 
españoles, un 30% son europeos no españoles y los demás proceden del resto del 
mundo. De ellos, dos tercios de los españoles, la mitad de los europeos no españoles y 
un tercio de los no europeos no pasan de los 40 años. 

a) Indicar las seis probabilidades que aparecen en el enunciado.  (0,6 puntos) 
b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular la probabilidad de que no tenga 

más de 40 años?  (0,7 puntos) 
c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es 

la probabilidad de que sea español?   (0,7 puntos) 
Solución: 

 
a) Primeramente definiremos los sucesos: 

E: españoles 
N: europeos no españoles 
R: resto del mundo 
C: pasan de 40 años 

𝐶̅: no pasan de 40 años. 
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𝑃(𝐸) = 0,5; 𝑃(𝑁) = 0,3;  𝑃(𝑅) = 0,2; 

 𝑃 (𝐶̅ 𝐸⁄ ) = 0,66;  𝑃 (𝐶̅ 𝑁⁄ ) = 0,5  𝑃 (𝐶̅ 𝑅⁄ ) = 0,33 

 
b) Aplicamos el teorema de la probabilidad total. 

𝑃(𝐶̅) = 𝑃(𝐸 ∩ 𝐶̅) + 𝑃(𝑁 ∩ 𝐶̅) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝐶̅)

= 𝑃(𝐸) · 𝑃 (𝐶
̅
𝐸⁄ ) + 𝑃(𝑁) · 𝑃 (𝐶

̅
𝑁⁄ ) + 𝑃(𝑅) · 𝑃 (𝐶

̅
𝑅⁄ )

= 0,5 ·
2

3
+ 0,3 ·

1

2
+ 0,2 ·

1

3
= 𝟎, 𝟓𝟓 

c) Aplicamos el teorema de Bayes. 

𝑃 (𝐸
𝐶̅⁄ ) =

𝑃(𝐸 ∩ 𝐶̅)

𝑃(𝐶̅)
=

𝑃(𝐸) · 𝑃 (𝐶
̅
𝐸⁄ )

𝑃(𝐶̅)
=

0,5 ·
2
3

0,55
= 𝟎, 𝟔𝟎 

Ejercicio 10.  
(Probabilidad y estadística)  
Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean 
cúbicos, que todas sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que 
en cada una de ellas aparezca un número de puntos que varíe desde el uno hasta el 
seis), ¿Cuál es la probabilidad de que la suma de las puntuaciones obtenidas en los dos 
dados coincida con la suma más frecuente?   (2 puntos) 
Solución: 

 
a) Realizaremos una tabla donde aparecerá la suma de las caras de los dos 

dados. 

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

 
La suma más frecuente es obtener 7. Aplicaremos la ley de Laplace: 

𝑃(7) =
𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 

𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠
=

6

36
=

𝟏

𝟔
 

 

PARTICIPANTES

E(0,5)
C (1/3)

ഥ𝑪( ⁄𝟐 𝟑)

N(0,3)
C (1/2)

ഥ𝑪 ( ⁄𝟏 𝟐)

R(0,2)
C (2/3)

ഥ𝑪( ⁄𝟏 𝟑)


