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MATEMÁTICAS CCSS 

JULIO 2021 

OPCIÓN A 
 

 

Ejercicio A1. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Se consideran las matrices A = (
𝑎 1 1

−1 2 0
0 −𝑎 −1

) y B =(
−2
1

−1
 ) 

a) Calcule los valores del parámetro real a para los cuales la matriz A tiene inversa. 

b) Para a = 2 calcule, si existe, la matriz X que satisface AX = B. 

Solución: 

 

a) Sabemos que si una matriz es cuadrada cumple |𝑨𝒏𝒙𝒏| ≠ 𝟎 <=>  ∃𝑨−𝟏 

|𝑨| = −𝒂 − 𝟏 → ∃𝑨−𝟏 ↔ 𝒂 Є 𝑹 − {−𝟏} 
b) Primero despejamos la matriz X de la ecuación 

AX = B  → A
-1

AX = A
-1

B  →IX = A
-1

B  → X = A
-1

B 

Sabemos que 𝑨−𝟏 =  
𝟏

|𝑨|
𝒂𝒅𝒋(𝑨𝒕);   A =  (

2 1 1
−1 2 0
0 −2 −1

)  

 |𝑨| =  −𝟑 

 

𝑨𝒕  =  (
2 −1 0
1 2 −2
1 0 −1

)  𝒂𝒅𝒋(𝑨𝒕) = (
2 1 2
1 2 1

−2 −4 −5
)  → 

 

𝑨−𝟏 =  
𝟏

|𝑨|
𝒂𝒅𝒋(𝑨𝒕) =

1

3
(

2 1 2
1 2 1

−2 −4 −5
) 

 

 

𝑿 =  𝑨−𝟏 · 𝑩 =  
1

3
(

2 1 2
1 2 1

−2 −4 −5
) (

−2
1

−1
 ) =  (

−5/3
 −1/3

5/3
) 

 

 

Ejercicio A2. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Una empresa tecnológica se plantea la producción y lanzamiento de dos nuevos cables de fibra 

óptica, el modelo A2020 y el modelo B2020. El coste de producir un metro del modelo A2020 es 

igual a 2 euros, mientras que el coste de producir un metro del modelo B2020 es igual a 0,5 euros. 

Para realizar el lanzamiento comercial se necesitan al menos 6000 metros de cable, aunque del 

modelo B2020 no podrán fabricarse más de 5000 metros y debido al coste de producción no es 

posible fabricar más de 8000 metros entre los dos modelos. Además se desea fabricar una 

cantidad de metros del modelo B2020 mayor o igual a la de metros del modelo A2020. 

a) Represente la región factible y calcule las coordenadas de sus vértices. 

b) Determine el número de metros que deben producirse de cada uno de los modelos para 

minimizar el coste. 

Solución: 

 

- -
---

-
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a) Llamamos x e y a los metros de cable A2020 y B2020, respectivamente. Planteamos 

las inecuaciones y dibujamos las fronteras de los semiplanos. 

 

𝑹𝒆𝒈𝒊ó𝒏 𝒇𝒂𝒄𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ≡ {𝒙 + 𝒚 ≥ 𝟔𝟎𝟎𝟎 𝒚 ≤ 𝟓𝟎𝟎𝟎  𝒙 + 𝒚 ≤ 𝟖𝟎𝟎𝟎 𝒚 ≥ 𝒙  𝒙 ≥ 𝟎 𝒚 ≥ 𝟎   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Los vértices de la región son A(3,3), B(4,4), C(3,5) 

y D(1,5) 

 

(coordenadas en miles de metros) 

 

  

 

b) La función objetivo es z = f(x,y) = 2x + 0.5y , donde x e y van en metros y z en €. 

Para saber dónde está el mínimo evaluamos z en los vértices. 

 

Punto z = f(x,y) 

A (3000 , 3000) 7500€ 

B (4000 , 4000) 10000€ 

C (3000 , 5000) 8500€ 

D (1000 , 5000) 4500€ 

 

Deben producir 1000m de cable A2020 y 5000m de cable B2020 para un coste mínimo 

de 4500€ 

 

 

Ejercicio A3. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Dada la función real de variable real definida por:  

 
a) Determine el valor del parámetro real a para que la función f(x) sea continua en todo su 

dominio. ¿Para ese valor de a es f(x) derivable? 

b) Para a = 1, calcule la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función en el punto de 

abscisa x = 1. 

Solución: 

 

a) Dom f(x) ℝ − {3}. El único punto posible de discontinuidad es x = 3 

 

f(x) es continua en x = a, si    𝑓(𝑎) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

 𝑓(𝑥) 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

 (𝑥2 − 𝑥 − 1 ) = 5  

𝑓(3) = 5   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3+

 (
3𝑎

𝑥
 ) =

3𝑎

3
= 𝑎 

 

  f(x) será continua en x=3 para  a = 5 
 

f(x) es derivable en x = a si 𝑓(𝑥) 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 = 𝑎  𝑦   𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓´(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓´(𝑥)   

 

𝑓´(𝑥) = {
2𝑥 − 1    𝑠𝑖 𝑥 < 3

−15

𝑥2
          𝑠𝑖 𝑥 > 3

   

 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

 (2𝑥 − 1) = 5  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3+

 (
−15

𝑥2 ) = −
5

3
    

f(x) es continua pero no es derivable en x = 3   

 

b) Ecuación de la recta en punto pendiente y – y0 = m (x – x0), donde m es la 

pendiente m = f´(x0) y el punto es (x0,y0) = (x0, f(x0)) 

 

x0 = 1 ; y0 = f(1) = -1 ; m = f´(1) = 1  → r : y + 1 = 1 (x -1) → r : y = x - 2 
 

 

Ejercicio A4. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales  

𝑝(𝐴) = 0.5, 𝑝(𝐵̅ ) = 0.8, 𝑝(𝐴̅ ∪ 𝐵̅ ) = 0.9 
a) Estudie si los sucesos A y B son independientes. 

b) Calcule 𝑝(𝐴̅  ∕ 𝐵̅ ) 

Solución: 

 

a) Leyes de De Morgan:  𝑝(𝐴̅ ∪ 𝐵̅ ) = 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ;  𝑝(𝐴̅ ∩ 𝐵̅ ) = 𝑝(𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  
 

𝑝(𝐴̅ ∪ 𝐵̅ ) = 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 0.9 → 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) = 1 − 0.9 = 0.1  
 

𝑝 (𝐵) = 1 − 𝑝(𝐵̅ ) = 1 − 0.8 = 0.2 
 

A y B son independientes  𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵) 

 

𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵) = 0.5 · 0.2 = 0.1 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.1 } → A y B son sucesos independientes 

 

b) Calcule 𝑝(𝐴̅  ∕ 𝐵̅ ) =
 𝑝(𝐴̅∩𝐵̅ )

𝑝(𝐵̅)
=  

𝑝(𝐴̅)·𝑝(𝐵̅ )

𝑝(𝐵̅)
= 𝑝(𝐴̅) = 1 − 𝑝(𝐴) = 1 − 0.5 = 0.5,   

por ser sucesos independientes 
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Ejercicio A5. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

El peso de los huevos producidos en una granja avícola se puede aproximar por una variable 

aleatoria de distribución normal de media µ gramos y desviación típica σ = 8 gramos. 

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 20 huevos, obteniéndose una media muestral de 60 

gramos. Determine un intervalo de confianza al 95 % para µ. 

b) Suponga que µ = 59 gramos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria 

simple de 10 huevos, la media muestral, 𝑋, esté comprendida entre 57 y 61gramos. 

Solución: 

 

a) Intervalo de confianza para la media µ, utilizando el Teorema Central del Límite  

𝜇 𝜖 𝑋 ± 𝑍𝛼/2

𝜎

√𝑛
= 60 ± 1.96

8

√20
= 60 ± 3.506 = (56.49 , 63.51)𝑔 

 
 

b) 𝜇 = 59 ; 𝑛 = 10; 𝑆𝑖 𝑋 = 𝑁(𝜇, 𝜎) 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝐿í𝑚𝑖𝑡𝑒 →  

𝑋̅ = 𝑁 (𝜇,
𝜎

√𝑛
) 

𝑋̅ = 𝑁 (59,
8

√10
) = 𝑁(59, 2.53) 

𝑝(57 < 𝑋̅ < 61) = 𝑝 (
57 − 59

2.53
< 𝑍 <

61 − 59

2.53
) = 𝑝(−0.79 < 𝑍 < 0.79) 

 

𝑝(57 < 𝑋̅ < 61) = 0.7852 − (1 − 0.7852) = 0.5704 
 
 
 

OPCIÓN B 
 

 

Ejercicio B1. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Se considera el sistema de ecuaciones dependiente del parámetro real a 

{
𝑥 + 2𝑎𝑦 + 𝑧 = 0

−𝑥 − 𝑎𝑦 = 1 
 −𝑦 − 𝑧 = −𝑎 

 

a) Discuta el sistema en función de los valores del parámetro real a. 

b) Resuelva el sistema para a = 3. 

Solución: 

 

a) Formo matriz de coeficientes A, matriz de coeficientes ampliada B y estudio 

sus rangos. Mediante el Teorema de Rouché – Frobenius analizaremos la 

compatibilidad. 
 

𝐴 = (
1 2𝑎 1

−1 −𝑎 0
0 −1 −1

)       𝐵 = (
1 2𝑎 1

−1 −𝑎 0
0 −1 −1

    
0
1 

−𝑎
) 
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Usaremos la propiedad que dice que si el determinante de una matriz cuadrada de (n x n) es 

distinto de cero, el rango de dicha matriz es igual a n. 

 

|𝐴| = −𝑎 + 1 
Por lo tanto tenemos dos casos: a = 1 y todos los demás. Empezamos por ese 

 

1
er
 caso: 𝑎 Є 𝑅 −{1} 

 

Como el determinante de A es distinto de cero, y por tanto un menor de B 3x3 también lo es 

 

𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴) = 3 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵) = 3 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 = 3 } 𝑇ª 𝑅𝑜𝑢𝑐ℎé − 𝐹𝑟𝑜𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠
⇒  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜. 

Ú𝑛𝑖𝑐𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛. 

 

2º caso: a = 1 

 

𝐴 = (
1 2 1

−1 −1 0
0 −1 −1

)       𝐵 = (
1 2 1

−1 −1 0
0 −1 −1

    
0
1 

−1
) 

 

Como el |𝐴| = 0 → Busco un menor de 2x2 de A para saber su rango, por ejemplo 

 

|
2 1

−1 0
 | ≠ 0, por lo tanto el rango de A es 2 

 

Ahora un menor de 3x3 de B con las dos columnas de A de antes (la C2 y la C3), más la C4 

 

𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝐵|𝐶2, 𝐶3, 𝐶4| = |
2 1 0

−1 0 1
0 −1 −1

| ≠ 0, por lo tanto el rango de B es 3 

𝑅𝐴𝑁𝐺(𝐴) = 2 𝑅𝐴𝑁𝐺(𝐵) = 3 } 𝑇ª 𝑅𝑂𝑈𝐶𝐻é − 𝐹𝑅𝑂𝐵𝐸𝑁𝐼𝑈𝑆
⇒  𝑆𝐼𝑆𝑇𝐸𝑀𝐴 𝐼𝑁𝐶𝑂𝑀𝑃𝐴𝑇𝐼𝐵𝐿𝐸. 𝑆𝐼𝑁 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛  

 
b) Resolvemos por el método de Cramer 

 

 

 |𝐷𝑥| = |
0 6 1
1 −3 0

−3 −1 −1
| = −4 

 

|𝐷𝑦| = |
1 0 1

−1 1 0
0 −3 −1

 | = 2 

 

                                                      |𝐷𝑧| = |
1 6 0

−1 −3 1
0 −1 −3

 | = −8 

 

|𝐷| = |
1 6 1

−1 −3 0
0 −1 −1

 | = −2 

 

𝑥 =
|𝐷𝑥|

|𝐷|
= 2;   𝑦 =

|𝐷𝑦|

|𝐷|
= −1;   𝑧 =

|𝐷𝑧|

|𝐷|
= 4; (𝑥 𝑦 𝑧 ) = (2 − 1 4 ) 

-1
=0 2

Comprobamos la combinación C1,C3 y C4, el determinte también es igual a 0. Por lo tanto 
RA=RB SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
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Ejercicio B2. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Se considera la función real de variable real 𝑓(𝑥) =
𝑥3−2𝑥2

(𝑥−1)2  

a) Calcule el dominio y las asíntotas de f(x). 

b) Determine sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.  

Solución: 

 

a) Dom f(x) x Є ℝ-{1} 

 

𝑓(𝑥) =  
−1

0+
=  −∞ 𝑓(𝑥) =  

−1

0+
=  −∞ }  → f(x) tiene asíntota vertical en x =1  

𝑓(𝑥) =   −∞;  𝑓(𝑥) =  ∞ → f(x) no tiene asíntotas horizontales. Puede tener asíntota 

oblicua en y = mx + n 

𝒎 =  
𝑓(𝑥)

𝑥
 =  1; 

 

𝑛 =  (𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥) =
𝑥3 − 2𝑥2 − (𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥)

𝑥2 − 2𝑥 + 1
=   

−𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 1
= 0   

 

f(x) tiene asíntota oblicua en y = x por ambos extremos 

 

b) Sabemos que 𝑓(𝑥) 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 ↔ 𝑓´(𝑥) > 0 𝑓(𝑥) 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 ↔ 𝑓´(𝑥) < 0  
 

𝑓´(𝑥) =  
(3𝑥2 − 4𝑥)(𝑥 − 1)2 − (𝑥3 − 2𝑥2)2(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)4
=  

𝑥(𝑥2 − 3𝑥 + 4)

(𝑥 − 1)3
 

 

f(x) crece en (-∞ , 0)∪(1 , ∞) ; f(x) decrece en (0,1) 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

7 

 

 

Ejercicio B3. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Se sabe que la derivada de una función real f(x) de variable real es: 𝑓´(𝑥) = 3𝑥2 + 8𝑥 

a) Determine la expresión de f(x) sabiendo que f(1) = 11. 

b) Determine los máximos y mínimos locales de f(x), si los hubiera. 

Solución: 

 

a) 𝒇(𝒙) =  ∫ 𝒇´(𝒙)𝒅𝒙 =  ∫(𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙)𝒅𝒙 =  𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝑪;  
 

Como f(1) = 11  → 1 + 4 + C = 11 => C = 6 → 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟔 

 

b) Sabemos que 𝒇(𝒙) 𝒄𝒓𝒆𝒄𝒆    𝒇´(𝒙) > 𝟎 𝒇(𝒙) 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒆𝒇´(𝒙) < 𝟎 ; 𝒇´(𝒙) = 𝟑𝒙 (𝒙 +
𝟖

𝟑
) 

f(x)crece en (-∞ , 
−𝟖

𝟑
) ∪ (0 , ∞) y decrece en (

−𝟖

𝟑
 , 0)  

f(x) tiene un máximo relativo en P (
−𝟖

𝟑
 ,

𝟒𝟏𝟖

𝟐𝟕
) y un mínimo relativo en Q(0 , 6) 

 

 

Ejercicio B4. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

Un colegio tiene alumnos matriculados que residen en dos municipios distintos, A y B, siendo el 

número de alumnos matriculados residentes en el municipio A el doble de los del municipio B. Se 

sabe que la probabilidad de fracaso escolar si se habita en el municipio A es de 0,02, mientras que 

esa probabilidad si se habita en el municipio B es de 0,06. Calcule la probabilidad de que un 

alumno de dicho colegio elegido al azar: 

a) No sufra fracaso escolar. 

b) Sea del municipio A si se sabe que ha sufrido fracaso escolar. 

Solución: 

 

Planteamos un diagrama de tipo árbol 

 

 

 

 

a) Mediante el Teorema de la Probabilidad Total 

 

𝒑(𝑭̅) = 𝒑(𝑨)𝒑 (
𝑭̅

𝑨
) + 𝒑(𝑩)𝒑 (

𝑭̅

𝑩
) =  

 

=
𝟐

𝟑
· 𝟎. 𝟗𝟖 +

𝟏

𝟑
· 𝟎. 𝟗𝟒 =

𝟐𝟗

𝟑𝟎
  

b) Usamos el Teorema de Bayes 

𝒑 (
𝑨

𝑭
) =  

𝒑(𝑨 ∩ 𝑭)

𝒑(𝑭)
=  

𝟐
𝟑 · 𝟎. 𝟎𝟐

𝟏 −
𝟐𝟗
𝟑𝟎

=  

𝟏
𝟕𝟓
𝟏

𝟑𝟎

=
𝟐

𝟓
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Ejercicio B5. (Calificación máxima: 2 puntos) 

 

El tiempo necesario para cumplimentar un test psicotécnico se puede aproximar por una variable 

aleatoria con distribución normal de media µ minutos y desviación típica σ = 3 minutos. 

a) Determine el tamaño mínimo que debe tener una muestra aleatoria simple para que el error 

máximo cometido en la estimación de µ sea menor de 1 minuto con un nivel de confianza del 95 

%. 

b) Suponga que µ = 32 minutos. Calcule la probabilidad de que al tomar una muestra aleatoria 

simple de tamaño n = 16 pruebas, el tiempo medio empleado en su realización, 𝑋, sea menor que 

30,5 minutos. 

Solución: 

 

a) Sabemos que el error en una estimación para media poblacional es 

 

𝐸 =  𝑍𝛼/2

𝜎

√𝑛
 → 1 =  

1.96 · 3

√𝑛
 → 𝑛 =  34.57̂ = 35 

 

 
 

b) 𝜇 = 32 ; 𝑛 = 16; 𝑆𝑖 𝑋 = 𝑁(𝜇, 𝜎) 𝑇𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝐿í𝑚𝑖𝑡𝑒 →  𝑋̅ = 𝑁 (𝜇,
𝜎

√𝑛
) 

 𝑋̅ = 𝑁 (32,
3

√16
) = 𝑁(32, 0.75) → 𝑝( 𝑋̅ < 30.5) = 𝑝 (𝑍 <

30.5 − 32

0.75
) = 𝑝(𝑍 < −2) =

= 1 − 0.9772 = 0.0228 
 

 
 

 


