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MATEMATICAS II
JULIO 2021

OPCION A

Ejercicio A1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000 seguidores en una red social.
Si Jimena perdiera el 25% de sus seguidores todavia tendria el triple de seguidores que
Sara. Ademas, la mitad de los seguidores de Sara mads la quinta parte de los de Cristina
suponen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cudntos seguidores tiene cada
una de las tres amigas.

Solucidn:

Llamamos x, y y z al nimero de seguidores de Sara, Cristina y Jimena respectivamente. De
los datos del enunciado planteamos las ecuaciones

x-|-y-|—Z:15000 X+y+Z:15000
0.75z=32x N { 4x+0y—z=0

Xy
StT= 10x+4y —5z=0

5 4

Resolvemos por el método de Cramer

15000 1 1
IDx|=| 0 0 —1|=60000
0 4 -5
1 15000 1
IDy| = | 4 0 —1| = 150000
10 0 -5
1 1 15000
Dzl =4 0 0 |=240000
10 4 0
1 1 1
IDl={4 0 -1[=30
10 4 -5
x=@=2000' y=%=5000' z=@=8000-
ID| ’ ID| ’ D] '

Por lo tanto el nimero de seguidores de Sara, Cristina y Jimena son 2000, 5000, y 8000,
respectivamente.
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Ejercicio A2. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

a) (1.25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:
. x2(1-2x)

a.1) (0.5 puntos) }Cl_r)r(l) P Sap—

2

a.2) (0.75 puntos) lin(l)i(z -
X—

)

sen(}—lc)

(Indicacién: use el cambio de variable t = 1/x donde sea necesario).
b) (1.25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

b.1) (0.5 puntos) [ —— dx

x2-1

b.2) (0.75 puntos)fo1 x2e *dx
Solucidn:

a.1) Aplicamos la regla de 1’'Hopital
i x*(1-2x) . —2x3 +x% " —6x%+2x i T12H2
*20x — 2x% — senx  xo0x — 2x2 — senx  x90 1 — 4x — cosx _ x90—4 + senx 2

a.2) Aplicamos el cambio de variable sugerido primero y la regla de I'Hopital después

(3 2 _ _ 3t?sent —2t _  6tsent + 3t?cost — 2
lim e T llrr(%t (31:— ) = lim————— = lim

xow |\ X (_) to sen(t) t— sent t— cost

X
b.1)fx2x_1dx:% %dxz%Ln [x2=1|+C
1 5 _ u= x? du = 2xdx
b-2) fo xtedx - dv=e*dx v=-e*
—x2e=X 4.2 —x u=x du = dx
R ) fxe dx = dv=e*dx v=-e*

- —x%e™* + 2(—xe ™ + f e *dx) = —e ™ (x?+2x +2) = F(x)

1

5
fxze"‘dx =F(1)—-F(0)=2- A
0

Ejercicio A3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Dadoelpunto A (1,0,-1),larectar=x-1=y+ 1=% y el plano T =x+y - z = 6, se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano m y el plano perpendicular a la recta r
que pasa por el punto A.

b) (0.75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacioén de la recta que pasa por A, forma un angulo recto con la
recta r y no corta al plano .

Solucidn:
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a)

nt = (1, 1, -1); na = ur = (1, 1, 2).
Utilizaremos el producto escalar para
obtener el Angulo entre ambos planos.

na-nm

=0- a=90°—->

Inallnm|

cos(a)=

Los planos son perpendiculares.

b) Como la recta es paralela al plano (o contenida) la distancia de la recta al plano es la
distancia de cualquier punto de la recta al plano, por tanto

d(r,m) = d (Pr,m) = 1220 = 3 uds

c) recta t que pasa por A—=Pt=A(1,0,-1)

ut es perpendicular a ur y paralelo a &, o sea, perpendicular a nnt

i j k x=1-2
ut=urxnw=|1 1 2|(=(-330->s=y y=12 ,1€ER
1 1 -1 z=-—1

Ejercicio A4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae una bola al azar. Si la
bola extraida es blanca, se devuelve a la urna y se afiade otra bola blanca; si es negra, no se
devuelve a la urna. A continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la urna.

a) (1 punto) ;Cual es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?
b) (1.5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra,
sabiendo que la segunda ha sido blanca?

Solucion:

B2

Usando un diagrama de arbol representamos las probabilidades de
sacar blanca o negra la primera (B1 y N1 respectivamente) y blanca o
negra la segunda, en funcién de cémo ha sido la primera (B2 y N2,

respectivamente).
a) p ("distinto color") =p (B1 N N2) + p(N1 N B2) = % . % + +%-
2_16
5 35
b) Aplicamos el Teorema de Bayes
(N1n P2) z.2 28
p(N1n 65
N1/B2) = = =—
PINI/BD) == ) ~ 1.2 23 3
6 5 67
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OPCION B

Ejercicio B1. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)

(0.75 puntos) Encuentre un dnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x e y,
que tenga como soluciones {x=1,y =2}y {x=0,y = 0}.
b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables x, y y z cuyas
soluciones sean, en funcién del parametro A € R:
X = A
y=A-—2
z=2A-1
c) (0.75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, x e y,
que solo tenga como solucibnax=1ey=2.
Solucidn:

a) Buscamos un tUnico sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas que satisfaga las

=t
soluciones (0,0) y (1,2). Por ejemplo {;: 2t~ 2x —y = 0; y otra proporcional.

{2x—y=0
4x -2y =0

b) Buscamos un sistema de dos ecuaciones y tres incdgnitas con infinitas soluciones
dependientes de un parametro, por lo tanto segin el Teorema de Rouché-Frobenius,
de rango 2. Despejando A de las tres ecuaciones queda:

;\\z}zlif_){x=z+1 {x—z=1

A=X
{ x=y+2 Lx-y= 2
c) Buscamos un sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas, compatible determinado;
nos sirve inventarnos la parte izquierda de las ecuaciones (siempre y cuando no
sean todas proporcionales) y ajustar el ultimo término para que la solucién (1,2) sea
valida. Por ejemplo

x+2y=5
{x—y=—1
17x -8y =1

Ejercicio B2. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)

Sea la funcién f(x) = x3 — |x| + 2

a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de fen x = 0.

b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en la recta real.

c) (0.75 puntos) Calcule el area de la region delimitada por la grafica de £, el eje de abscisas
y=0,ylasrectasx=-1yx=1.

Solucidn:
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a) f(x) = x3_|x|+2={x3+x+2 six <0

x3—x+2 six>0

f(x) escontinuaenx=a < lim f(x) = f(a) = lim f(x)
X—->a— x—-a+

lim f(x) = lim (x3+x+2)=2
x—-0— x—-0—
f(0)=2 - f{(x) es continua en x = 0;
lim f(x) = lim x3—x+2)=2
x—-0+ x—-0+

) f(x) es continuaenx = a
f{x) es derivableenx=a & lim f'(x) = lim f'(x)
X—-a— x—->a+
) = {3x2 $1 six<o, sm ()= lim Gx"+1)
3x2 =1 six>0" lim f'(x) = lim (3x2—-1) = -1
x—0+ x—0+

no es derivable en x= 0 - 2 f(0)

- f(x) es continua pero

f(x) crece <=> f'(x) >0
b) Sabemos que {f(x) decrece <=> f'(x) <0
Six<0=>3x24+1>0- f(x) crece

Six>0=>3x2-1=0->x = i\/gzi?.Como—?esmenorquecerono

lo tenemos en cuenta como valor donde f'(x) = 0.

Si x € (—o0,0) U (\/; 00) — f(x) crece. Si x € (0‘?) — f(x) decrece=> f(x) presenta un

s . , . V3 18-2v3.
maximo relativo en (0,2) y un minimo relativo en (?, 5 )

c) Como f(x) va por encima del eje de abscisas en (-1,1)

0 1
f(3+ +2)d +f(3 +2)d —(4+x2+2) 0 4 < x2+2 1
X X X X X X = 4 2 X 1 4 2 X 0—
-1 0
=247 = 3uas?
—4 4— uas

| 4

0.5 1
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Ejercicio B3. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)
—x2_ytt_zv4 [ Xx+z=2
Dadas lasrectasr =— = =—— = — ’S_{—2x+y—22= 1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comtinary as.
b) (1 punto) Calcule la distancia entrer y s.
Solucion:
a) Obtengo punto y vector director de cada recta

Pr(2,—1,—4); ur = (1,1, -3); Ps(2,5,0); us = (-=1,0,1)

Para obtener la perpendicular comun hallo primero ut, perpendicular a ambos

i j k
ut=urxus= |1 1 =-3[=(121)
-1 0 1

Ahora hacemos dos planos auxiliares 1 que contiene ar y t, y t2 que contieneasyt

x—2 y+1 z+4
nl=] 1 1 -3 (=0=7x—4y+z—-14=0
1 2 1
x—2 y—-5 z
m2=| -1 0 1{=0=x—-y+2z+3=0
1 2 1
( X=H
7x —4y + 14=0 17+2
_JxXx—ayrTz—1a=0_ |y = ——— T2l
t_{ x—y+z+3=0 — 236 HER
Z——?‘l‘,ﬂ

b) Para la distancia entre dos rectas que se cruzan usamos la formula de volumen
del paralelepipedo entre el area del paralelogramo

d(rs) = Volumen  |[PrPs,ur,us]| |PrPs-ut| [(0,64)-(121)| 16 8v6 p
TS T R rea | |urxus)| | |utl (2Dl v6 3 ¥

Ejercicio B4. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)

Segun las estadisticas meteoroldgicas, en una ciudad noérdica llueve un promedio del 45 %
de los dias. Un climatélogo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar
entre los de los ultimos 50 afios.

a) (1 punto) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya
llovido.

b) (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

Solucioén:

a) Como llueve un 45% de los dias, independientemente y sin saber cudles; son un
numero finito de dias => se trata de una distribucién binomial B(n,p)

n =100;p = 0.45 - x = B(n,p) = B(100,0.45)
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La probabilidad de que llueva en 40 de ellos es p(x = 40) = (") - 0.45%° - 0.55°° ~ 0.0488

b) La distribucion binomial es discreta mientras que la normal es continua. Para
aproximarlas usamos

x = B(n,p) ~ N(u,0) = N(np,/npq) = N(45,4.975) = y
Para calcular un valor en concreto hacemos el ajuste unitario

p(x =40) = p(39.5 <y <405) =p(-111<z<-09) =p(z<—-09) —p(z< -1.11) =
= 0.1841 — 0.1335 = 0.0506

0:2 \
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