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MATEMATICAS I
JUNIO 2021

OPCION A

Ejercicio Al. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1560
euros, que corresponden a tres empresas A,B y C. Sabiendo que el valor actual en bolsa de la
accion A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el nimero de acciones de C es la
mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accion B es 1 euro, encuentre el nimero de
cada tipo de accion que le corresponde a cada hermano.

Solucién:

Llamamos X, y, z a las acciones a repartir de tipo, A, B y C respectivamente y plantemos las tres

gcuaciones

3x +y+ 6z = 1560

{ x+y+z=>540
y—2z=0

Resolvemos por el método de Cramer

11 1
Al=13 1 6|=-2+3-(6-6)=1
0 1 -2
540 1 1
|Ax| = (1560 1 6 |=—2-540+ 1560 — (6540 —2-1560) = 360
0 1 =2
1 540 1
Ayl =3 1560 6 |=-2-1560—(=2-3-540) =120
0 0 -2
1 1 540
|Az| = (3 1 1560|=3-540— (1560) = 60
01 o0
X=M=360 y=M=120- Z=@=60'
|A| |A| ’ 1A] ’

Ahora dividimos entre 3 para que cada hermano reciba la misma cantidad. Por lo tanto
cada hermano debe recibir 120, 40 y 20 acciones de A, B y C, respectivamente.
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Ejercicio A2. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)

Calcule el area de la region delimitada por las graficas de las funciones
fx)=2+x—x?,g(x) =2x?—4x

Solucion:

Las curvas y = f(x) e y = g(X) se cortan en los puntos cuya coordenada x verifica la
ecuacion

1
f(x)=g(x)—>3x2—5x—2=0—>x:—§, x=2

Planteamos la integral y la resolvemos

3 2 2
A= f 1(f(x) —g(x))dx = f 1(—3x2 + 5x + 2)dx
3 3

5 1
= —_ 3 — 2 - =
( X +2x +2x>]2 3

= 841044 (1+5 2)—343
FAREEY LEE: ! ? = 27 718 3)

Ejercicio A3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Sean Iarectars{ X 0 yelplanon = 2x +y — z+ 3 = 0. Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular el angulo que forman r y 7.

b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano 7 con respecto al
planoz—y=0.

¢) (0.75 puntos) Determinar la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano .
Solucion:

a) Larectar esta en forma implicita; la pasamos a paramétrica r

x=—-1421
r= y=-1
z=—-14+1
u,=(2,-1,1)
u;=(2,1,-1)
Pr(-1,0,1)
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Empleando el producto escalar y teniendo en cuenta que el vector normal es

perpendicular al plano obtenemos que sen(@)= ——— = 2 =2 => @ = 19.47°

lurllnz| ~ 6

Como vemos el angulo entre el vector
director de la recta y el vector normal del
plano es el complementario del angulo
buscado, por eso usamos en seno en la
formula.

b) Primero hallamos el punto P de interseccion de la recta r con el plano n. En
parameétrica:

2X+y-2+3=0-2(1+20)+ (-1 -2) - A+3=0->1=-2>P (-3, 1,-2)

Una vez hallado el punto, queremos obtener su simétrico P’ respecto al plano
p=z—y=0
Hacemos una recta auxiliar t normal a B y que pase por P.
x= —3
tE{y=1—u

z= =2+ U

La recta t y el plano B se cortan en el punto M (-3, -1/2, -1/2). Dado que M es punto
P+P

mediodePyP - M = —— 2P =2M-P - P(=3,-21)

|

L]
c) Construimos un plano auxiliar y, perpendicular a = y que contenga a la recta r. Para
ello tomamos como vectores directores de y a ur y nt. Como punto vale el de la recta

r, Pr(-1,0,1)
x+1 y z-1
y=| 2 -1 1 |=x+14+2y+2z2—-2—-(-2z+2+x+1-2y)=0-
2 1 -1

y=y+z+1=0
Por tanto la proyeccion r” que buscamos es la interseccion de los planos y y =.

XxX=—-2-—n7
->7r = y=n

r,:{n=2x+y—z+3=0
z=-1—-17q

y=y+z+1=0
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Ejercicio A4. (Calificacién maxima: 2.5 puntos)

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucién normal con
una media de 8.8 meses y una desviacion tipica de 3 meses.

a) (1 punto) ¢Que porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje
de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) (1 punto) Si se toman al azar 4 especimenes, ¢cual es la probabilidad de que al menos uno no
supere los 10 meses de vida?

¢) (0.5 puntos) ¢Que valor de c es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida
(medido en meses) del 98 % de los individuos de esta especie.

Solucion:

a) Llamamos X a la variable aleatoria “tiempo de vida de un individuo de esta especie”
medido en meses. Por tanto X = N(u = 8.8; 6 = 3). Y a Z = N(0,1) la variable normal

tipificada. Sabemos que z = %

Calculamos p (X >10) =p (z>0.40) =1—-p (2 < 0.40) =1 - 0.6554 = 0.3446.

Yp(7<X<10)=p(-0.6<z<0.4)=p(z<0.4)-p(z<-0.6) = 0.6554 — (1- 0.7257) = 0.6554 —
0.2743 = 0.3811.

Lol |
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Por lo tanto un 34.46% de los individuos tiene mas de 10 meses y un 38.11% de ellos
tiene entre 7 y 10 meses.

b) Elegido al azar un individuo de esta especie p = p(X < 10) = 0.6554. Tomados 4
individuos al azar, sus tiempos de vida son independientes y asi la variable Y que
contabiliza cuantos de estos 4 no han superado los 10 meses de vida es una Binomial.
Y =B(n =4; p=0.6554).

p(Y =1)=1-p(Y=0)=1-(3)-0.6554°0.3446* = 1- 0.3446* = 1- 0.0141 = 0.9859.

c) Se trata de encontrar el intervalo caracteristico del 98% de la variable X.
Sil-a=098=>ptabla=099=>Z0a/2=2325=>c=2Z0/2-6=6.975

/\

-3 -2 —1 0 1 2 3

OPCION B

Ejercicio B1. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parametro real a:
ax—2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2
—ax+y—6z=6

a) (2 puntos) Discuta el sistema segin los diferentes valores de a.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema paraa =1

Solucion:

a) Formo matriz de coeficientes A, matriz de coeficientes ampliada B y estudio sus
rangos. Mediante el Teorema de Rouché — Frobenius analizaremos la compatibilidad.

a -2 a-—-1 a -2 a-—1 4
A= (—2 3 —6 > B=<—2 3 —6 2)
—a 1 —6 —a 1 —6 6

Usaremos la propiedad que dice que si el determinante de una matriz cuadrada de (n x n) es
distinto de cero, el rango de dicha matriz es igual a n.

26
|A|=3a2—29a+26=3(a—1)<a—?>=0

Por lo tanto tenemos tres casos: a = 1, a= 26/3 y todos los demas. Empezamos por ese

5
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1% caso: a € R —{1, 26/3}

Como el determinante de A es distinto de cero, y por tanto un menor de B 3x3 también lo es

rang(A) = 3rang(B) = 3 nimero de incégnitas = 3 } T2 Rouché — Frobenius —
Sistema Compatible Determinado. Unica solucion.

2°caso:a=1
1 -2 0 1 -2 0 4
A=|-2 3 -6 B={-2 3 -6 2
-1 1 -6 -1 1 -6 6
1 -2 0
-2 3 -6/=0
-1 1 -6

Como el |A| = 0 — Busco un menor de 2x2 de A para saber su rango, por ejemplo
| 1 -2
5 3 | # 0, por lo tanto el rango de A es 2

Estudiamos el rango de B.

-2 0 4
3 -6 2(=0
1 -6 6
1 0 4
-2 -6 2(=0
-1 -6 6

La C4 es combinacidn lineal de C2 y C3; es linealmente dependiente de otras dos y el

rango de B es 2.

RANG(A) = 2 RANG(B) = 2 nimero de incognitas = 3 }T2 Rouché — Frobenius —
SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO.
oo soluciones dependientes de un parAmetro

3% caso: a = 26/3

26 _, 264 2 5 2y,
3 3 3 3
A= -2 3 -6 | Bl -2 3 -6 2
-2 1 -6 -2 1 -6 6
3 3
26, 26
3 3
-2 3 -6 |=0
26 )
3

Como el |A] = 0 — Busco un menor de 2x2 de A para saber su rango, por ejemplo
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26
3 =2 # 0 por lo tanto el rango de A es 2

Ahora un menor de 3x3 de B con dos columnas de A (la C2 y la C3), méas la C4

-2 2-1 4
3 _¢ 2| #0 porlotanto el rango de B es3 .
1 -6 6

RANG(A) =2 RANG(B) =3}T2ROUCHé — FROBENIUS
SISTEMAINCOMPATIBLE. Sin solucién

b) En este caso el sistema es compatible indeterminado.

x—2y=4
—2x+3y—6z=2
—xX+y—6z=206

Resolvemos para z = A

Tomamos las dos primeras ecuaciones y resolvemos el sistema en funcion el parametro 4

{ x—2y=4

2x+3y=2+61 Multiplicamos la primera ecuacion por dos y resolvemos por reduccion.

{ 2x—4y =8
—2x+3y=2+4+64
0—1y=10+61—-> y=-10—-64

Despejamos x de la primera ecuacién y sustituimos el valor de y: x =4+2y->x =4+
2(—10—-64) > x=4—-20—-122=-16—121

x=-16—-121
Solucion: {y =—-10—64
z=2

Ejercicio B2. (Calificacién méaxima: 2.5 puntos)
sen(x), x <0
xe*, x>0
a) (0.75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x) restringida a
(—m, 2). Demuestre que existe un punto X, € [0, 1] de manera que f(xg) = 2.

¢) c¢) (0.75 puntos) Calcule f_ln/zf(x)dx

d)
Solucion:

Se considera la funcion f(x) = {

a) F(x) es continua en x=0 si lim,_,o- f(x) = lim,_,+ f (x) =f(0)

lim f(x) = lim sinx =0
x—-0" x—-0"
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lim, o+ f(x) =lim,_ +xe* =0
f(0)=0
f(x) es continua en x = 0;
f(x) es derivable en x=0 si es continua en ese punto y lim,_,o- f* (x) = lim,,_,o+ " (x)

cos(x), x<0
e* + xe*, x>0

rw=|

lim f"(x) = lim cosx = cos0 =1
x—-0~ x—-0~

lim £ (x) = lim e¥ +xe* =e® +0e’ =1
x—0~ x-0%
f(X) es continua y derivableenx=0—->3f(0) =1

b)

10

Para x € (-m,0) la funcién sen(x) decrece en (-
s m,-1m/2) y crece en (-1t/2,0). Al ser continua y
derivable (suave a trozos) en x = 0 no plantea
ningdn problema de ese estilo. Mientras que
xe* es creciente a partir de 0. =>

Decrece en (-m, -m/2)
Creceen (-m/2, 2)

Para la demostracion utilizaré el Teorema de Darboux (Teorema del Valor Intermedio)

f(x)es continuaen [0,1] f(0) = 0 f(1) = e } Teorema Darboux = 3, : f(x0) = 2 porque 2
€(Le)

c) Separamos la integral segin el dominio donde la estamos aplicando

1 0 1
f(x)dx = _[ sen(x)dx+f xe*dx
-1/2

-1/2 0

0
f sen(x)dx =-cos]’r = —1
_r 2
2

La segunda integral la resolvemos mediante el Método de Integracién por Partes
1 u=xdu=dx 1
xe*dx - —[Txe*dx=e*(x—-1]} =1
fo dv =e*dxv =e* fo ( o

Por lo tanto la integral pedidaes -1 +1 = 0.
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Ejercicio A3. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Seanlos planosm; =x+y=1ym=x+z=1.

a) (1.5 puntos) Halle los planos paralelos al plano m; tales que su distancia al origen de
coordenadas sea 2.

b) (0.5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0, 2, 0) y es perpendicular al plano 7.

¢) (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccion del plano m; con l0s ejes X e y.

Solucion:

a) Usando la distancia de punto a plano como volumen del paralelepipedo entre area del
paralelogramo

Volumen [0+0+0+D| |D|
Area Inm| )

d(0,m) = =2=>D= 122

al: x+y+2v2=0;
02: x+y—2v2=0;

b) El vector director de la recta t es el vector normal del plano n2. Ademas pasa por el
punto (0,2,0).

X=U
ut =nm, = (1,0,1) =>tz{y=2
z=qu

c) Obtengo los puntos de interseccion de w1l con los ejes x ¢ y => A (1,0,0) , B (0,1,0)

uas

Ejercicio A4. (Calificacion maxima: 2.5 puntos)

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO, y de particulas en suspension.
La probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NO, superior al permitido es 0.16. En los
dias en los que se supera el nivel permitido de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel
permitido de particulas es 0.33. En los dias en los que no se supera el nivel de NO,, la
probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0.08.

a) (0.5 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?

b) (0.75 puntos) ¢Cuél es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) (0.5 puntos) ;/Son independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de NO,” y
“en un dia se supera el nivel permitido de particulas”?

d) (0.75 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,,
sabiendo que no se ha superado el nivel permitido de particulas?

Solucion:
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Usando un diagrama de arbol representamos las probabilidades de
que se superen los niveles de NO2 (N) y particulas en suspension
(P), seglin ocurra o no N.

a) p(NnP)=0.16-0.33 = 0.0528

b) p(NUP)=1-p(NNP)=1-0.84-0.92=0.2272

c) No son independientes. Como vemos en los datos la
probabilidad de P es distinta segiin ocurra N 0 no N.

P P
14 (N) =0.33 yp(E) =0.08
d) Aplicando el Teorema de Bayes
p(NNnP) 0.16 - 0.67 67
~ p(® 016-067+084 092 550

10



