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MATEMATICAS CCSS
JULIO 2023
BLOQUE A

Ejercicio 1. (Calificacion maxima: 2 puntos)
Se considera la matriz A dada por

0 0 6

A= 1/2 0 0
1

0 3 0

a) Determine A’y A**
b) Estudie si la matriz A es invertible y, en caso afirmativo, calcule su inversa.

Solucion:

a) Calculamos A%

6 0 2 0
A =A-A= Oj=( 0 0 3
1
O 1/3 0 1/3 0 /6 0 0
0 6 2 0 1 0 0
a=a-a2=|2 0 o) (0 o3 =<0 1 0>=1
o 15 o) \/e 00/ Yo 0 1

Por lo que A%

A2023 = (A3)674 . A = (D7 . A=1-A=A

b) Para que la matriz A tenga inversa su determinante ha de ser distinto de cero.

0 0 6
1 11
|4l = /2 0 0 :6'5 §—1¢0T1enemversa
0 1/3 0
t
Calculamos su inversa mediante: A~* A—dle(lA)
o 15 0 0 2 0
A=lo o Y Adj(ahy=( 0 0 3
3 1/ 0 o0
6 0 0 6
Por lo que nos queda:
0O 2 0
Al=1 0 0 3
1, 0 0

Ejercicio 2. (Calificacion maxima: 2 puntos)



mundoestudiante
métodoBarbeito

Considere la funcion real de variable real

f(x) = x3 + 2x?
a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.
b) Determine los extremos relativos de la funcion f(x) indicando si son maximos o minimos.

Solucion:

a) La ecuacion de la recta tangente en x=1 viene dada:

y=fM=fMOx-1

Calculamos:

f(1)=13+2-12=3
f(x)=3x*+4x->f(1)=3-12+4-1=7
Y nos queda:
y=3=7x—-1)->y=7x—-4

b) Para calcular loes extremos derivamos e igualamos a cero:

X
f’(x):0—>3x2+4x:()—>x(3x+4)=0—>{x=_4/3

Signo de la derivada + / , . ,
— 4/3 0
Méaximo en (— g%) y minimo en (0,0)

Ejercicio 3. (Calificacién maxima: 2 puntos)
Considere la funcion real de variable real
2
ax“+3 x<2
xX) =
N {e" x =2 . -
a) Obtenga el valor del parametro real a para que la funcién f(x) sea continua en su dominio.

b) Calcule el area de la region acotada del plano delimitada por la grafica de f(x), el eje de

abscisas y las rectasx =2y x = 3.

Solucion:

a) La funcién es continua en sus trozos al ser polinémica y exponencial y para que

f(x) sea continua en x=2 ha de cumplir:
1.Que 3 lirgl+f(x)y lirél_ f(x)
x— bl

2.Que 3 f(2)
3.Que lim () = lim f(0) = F(2)

Calculamos:
lim e* = e?
x—2t
lirgl_ax2 +3=4a+3
xX—
f@)=e?

Para que sea continua los tres términos han de ser iguales:

2
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e? -3
4

e?=4a+3-a=

b) Calculamos la integral definida

3
f e*dx =e*]3=e3—e?= 12,7u?
2

Ejercicio 4. (Calificacion maxima: 2 puntos)

Un estudio europeo sobre habitos alimenticios y actividad fisica indica que el 27,4 % de mujeres
espafolas mayores de 16 afios practica semanalmente alguna actividad fisica durante al menos
150 minutos, y que el 65,1 % consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia. Ademas, el
76,3 % de estas mujeres dedica semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad
fisica o consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia. Calcule la probabilidad de que
eligiendo una mujer espafiola mayor de 16 afios al azar:

a) Dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica y consuma de
1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.

b) No dedique semanalmente al menos 150 minutos a practicar alguna actividad fisica, sabiendo
que no consume de 1 a 4 porciones de fruta o verdura al dia.

Solucion:

Nombramos los sucesos:
A—practican actividad fisica al menos 150 minutos
B—consumen de 1 a 4 porciones de fruta

Los datos que nos da el problema:
P(A)= 0,274 p(B)=0,651 p(AuUB)=0,763
a) Nos piden la interseccion de ambos sucesos:
p(ANB) =p(4) +p(B) —p(AUB) = 0,274 + 0,651 — 0,763 = 0,162
Un 16,2%

) En este caso se trata de una probabilidad condicionada:

p(A°nB¢) p(AuB) 1-p(AUB) 1-0,763
p(4/gc) = = = = = 0,678

Un e aor p(B) ~ 1-p(B)  1-p(B) ~ 1-0651
n , 0

Ejercicio 5. (Calificacién maxima: 2,5 puntos)

Para estimar la proporcion de empresas que tuvieron pérdidas durante el primer afio de la
pandemia se tomo una muestra de empresas al azar.

a) Sabiendo que la proporcion poblacional es P = 0,55, determine el tamafio minimo necesario de
la muestra de empresas para garantizar que, con una confianza del 99, 01 %, el margen de error
en la estimacion no supere el 10 %.

b) Si la muestra aleatoria fue de 100 empresas, de las cuales 70 tuvieron pérdidas, determine un
intervalo de confianza al 95 % para la proporcion de empresas que tuvieron pérdidas durante el
primer afo de pandemia.
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Solucion:

a) Elerror viene dado por E = Zoc/z @

Calculamos Zo</2 con un nivel de confianza del 99,01%

1+0,9901

= 0,99505 - Zoc/2 = 2,58

Con un error inferior al 0,1:

0,55(1 — 0,55) 0,12 0,2475
0,1 =2,58 - ( ) = - n = 164,75
n 2,58 n

El tamafio minimo con una confianza del 99,01% para que el error no supere el 10% seria
der 165.

b) El intervalo de confianza para una proporcién viene dado:

B p(1—p)
IC=|p *Zu, [———
Calculamos
70 0,7 95% 1yt 0.95 0,975 - Z 1,96
= — = - — = - =
P70~ " 77T 2 / T
Obtenemos el intervalo:
0,7-0,3

IC=107+196 = (0,7 £ 0,0898)

100
IC = (0,6102; 0,7898)

BLOQUE B

Ejercicio 1. (Calificacién maxima: 2 puntos)

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
ax+y+2z=1
xX+ay+2z=a
x+2y+az=1

a) Discuta el sistema en funcion de los valores del parametro a.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones para a = 0.

Solucion:
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a) Estudiamos el rango de las siguientes matrices:

a 1 2 a 1 21
A=|1 a 2|YA"=(1 a 2 a
1 2 a 1 2 al

a 1 2
1 a 2
1 2 a

|A| = =a*+4+2-2a—4a—-a=0-a®>-7a+6=0

Resolvemos por Ruffini obteniendo a=1, a=2 y a=-3

Por lo que para todo a#1, a#2 y a#-3 el rango de A=rango A =3=nlmero de incognitas es
un SCD con una solucion.

Para a=1

§>—>|; i|¢0—>ran(A)=2

1
1
2 1
1 1 21 1 2 1
A*=<1 1 21>—>1 2 1|=0->ran(4*) =2
1 2 11 2 1 1

Como el rango de A=rango A #n(mero incégnitas es un SCI con infinitas soluciones.

2 1
A=<1 2
1 2
2 1 21
A*=<1 2 22)—>
2

1 2 1

Paraa =2

% 2 1

2 —>| |¢0—>ran(A)=2
2 1 2

2 21
1 2 2
1 2 1

# 0 - ran(4*) =3

Como el rango de A#rango A” es un Sl sin solucion.
Para a=-3

-3 12\ .
A=(1 -3 2>—>|1 | F 0o rana) =2
1 2 -3

-3 1 2 1 -3 1 1
A'=1 -3 2 -3]-|1 -3 =-3[#0-ran(4")=3
1 2 -3 1 1 2 1

Como el rango de A#rango A" es un Sl sin solucion.

b) Resolvemos por Cramer con a=0:
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1 1 2
A=l0 0 2|=2-4=-2
12 0
01 2
A=[1 0 2|=2+2=14
11 0
0 1 1
A=11 0 ol=2-1=
1 2 1
Por lo que
A -2 -1 A, 4 2 A, 1
*TAT6 "3 YTAT 673 T

Ejercicio 2. (Calificacion maxima: 2 puntos)

Una entrenadora personal debe disefiar una rutina para un cliente con una duracién entre 45 y 60
minutos repartidos entre ejercicios de fuerza y cardiovasculares. El tiempo dedicado a los
gjercicios de fuerza no puede superar al de los cardiovasculares, aunque el tiempo dedicado a los
ejercicios de fuerza debe ser de al menos 20 minutos. La entrenadora considera que para su
cliente el beneficio de un minuto cardiovascular es doble que un minuto de fuerza. ;Qué duracion
de cada tipo de ejercicios resulta mas beneficiosa para su cliente en la rutina programada? Y la
menos beneficiosa?

Solucion:

Llamamos
X— ejercicios cardiovasculares
y— ejercicios de fuerza

Las restricciones:
x+y =45
x+y <60
y<x
y =20
x=0
y=0

La funcion a optimizar: B(x,y) = 2x +y

Obtenemos la region factible y los vértices:
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Los vértices se calculan con los puntos de corte de las rectas:

x+y =45 _ x+y<60 _
{ e~ A@25225) { S = B(30:30)
x+y <60 _ x+y =45 _
{ $ 230 - C0;20) { 250~ D(@5;20)

Sustituimos los vértices en la funcién a optimizar:
B(A)=2-225+225=67,5
B(B) =2-30+30 =90
B(C)=2-40+ 20 =100
B(D)=2-25+20=70

Por lo que el maximo beneficio de 100 se obtiene dedicando 20 minutos a ejercicios de
fuerza y 40 minutos a ejercicios cardiovasculares. EI minimo beneficio de 67,5 se obtiene
dedicando 22,5 minutos a cada uno de los dos tipos de ejercicios.

Ejercicio 3. (Calificacion maxima: 2 puntos)
Considere la funcién real de variable real

2
f(x) =x+;

a) Halle el dominio de la funcion y determine sus asintotas.
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

a) El dominio de la funcién:
Domf(x) = R — {0}
Asintota vertical
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) 2
Cx2+2 2 | MimfO)=gr=de _ )
llr% "0 — Asintota verticalenx = 0
x—
lim f(x) =—=—»
x—0~ 0

Asintota horizontal

. x*+2 . , .
lim = 00 — nho tiene asintota horizontal
X—>00 X

Asintota oblicua y=mx+n

o x%2+2
m = lim —=1
X—00 X
o ox*+2 x4+ 2-—x% 2
n = lim( -x)=Ilm——=—=0
X—00 X X—00 X (0e]
Tiene asintota oblicua en y=x
b) Derivamos la funcion e igualamos a cero:
2x-x— (x2+2) x?-2
O Pttt ) B Sl N S

X X
Signo de la derivada + /', \. \d—l 7
-v2 0 V2

Crece: (—o0, —v2) U (VZ, +0)
Decrece: (—v2,0) u (0,v/2)
Méximo en (—x/f, - %) y minimo en (\/E%)

Ejercicio 4. (Calificaciébn maxima: 2 puntos)

La Agencia Estatal de Investigacion Espafiola convoca regularmente el Programa Ramoén y Cajal
para la contratacion de investigadores de trayectoria destacada en dos modalidades: general y
jévenes doctores. En la convocatoria 2021 se presentaron 2159 solicitudes en la modalidad
general y 1316 en la modalidad de jovenes doctores. El porcentaje de investigadores
seleccionados en la modalidad general fue el 16,1 %, mientras que en la modalidad de jovenes
doctores fue del 21,1 %. Eligiendo un investigador al azar, entre los solicitantes, calcule la
probabilidad de que:

a) Sea seleccionado para recibir una de las ayudas Ramén y Cajal.

b) La solicitud sea de la modalidad general, sabiendo que el investigador ha sido seleccionado.

Solucion:

Con los datos del problema hacemos un diagrama de arbol:
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seleccionados

p(C/4) = 0161

general

(A) = 2159 _ 621
P =3475= Y

~

no seleccionados

p(€°/4) = 0839

modalidad

N\

seleccionados
p(C/p) = 0211

jévenes doctorados

1316
p(B) = —— = 0,379

3475 no seleccionados

p(C°/g) = 0,789

a) Nos piden la probabilidad total de ser seleccionado:

— .(C C/ = . . =
p(C) =pA) -p(“/4) +pB).p(“/5) = 0,621-0,161 + 0,379 - 0,211 = 0,1799
La probabilidad de ser seleccionado es del 17,99%

b) Nos piden el teorema de Bayes:

A p@anc p@-p(¢/,) o0621-0161
p(/c) = p(C©) ~ p(© 01799

= 0,5556

La probabilidad de que la solicitud sea de la modalidad general, sabiendo que el
investigador ha sido seleccionado, es de 55,56%

Ejercicio 5. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

La distancia diaria en kilometros recorrida por un autobls urbano se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida [ y desviacion tipica igual a 2
Kildmetros.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamafio 20 y se obtiene que su media muestral es de 50
kilometros diarios. Determine un intervalo de confianza del 99 % para la distancia media
recorrida diariamente por los autobuses urbanos.

b) Determine el tamafio minimo de la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor que 1 kilémetro, con un nivel de confianza del 90%.

Solucion:

a) El intervalo de confianza para la media viene dado por:

IC = (Yiz%%)



mundoestudiante
métodoBarbeito

Calculamos Zoc/2 con un nivel de confianza del 99%
099 +1

> = 0,995 > Zoc/2 = 2,575

Nos queda:

2
Ic = (50 + 2575 —) — (50 + 1,15) = (48,85 51,15
770 ( )=( )

La distancia media recorrida por un autobus urbano estara comprendida entre 48’85 Km y
51’15 Km, con una confianza del 99%

g

c) Elerror viene dado por E = Zx,, N

Calculamos Zo</2 con un nivel de confianza del 90%

1+0,90

= 0,950 - Zo</2 = 1,645
Con un error inferior al 1:

1,645 -2

2
= 10,82
1 ) -n

2 2
1=1645 = (V) :(

El tamafio minimo con una confianza del 90% para que el error no supere 1 kilémetro
seria de 11 autobuses.
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