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MATEMATICAS |l
JULIO ANO 2023
OPCIONA

Ejercicio 1. (Calificacion méaxima: 2,5 puntos)
Dadas las matrices:

(2 1 0 _(b 0
A_(—1 0 2) B_(1 b)
Se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante AT A.
b) (0,5 puntos) Calcular el rango de BA en funcién de b.

c) (0,75 puntos) Calcular B! para b = 2.
d) (0,75 puntos) Para b = 1, calcular B®.

Solucion:
2 -1 5 2 -2 5 2 -2
a) ATA:(l 0)-(_21 : g)=(2 1 0>—>|ATA|= 2 1 0[=0
0 2 —2 0 4 —2 0 4
_(b ON.(2 1 0\_(2b b 0
) BA_(l b) (—1 0 2)_(2—1; 1 Zb)

El maximo rango que puede tener la matriz BA es 2, por lo que se toma un
determinante de orden 2 quitando la 12columna:

b 0|_,,2_ _
; 2b|—2b =0-b=0
e Sib = 0 la matriz BA tiene rango 1.
e Sib # 0 la matriz BA tiene rango 2.

c) B= (i g) - |B| = |i g = 4 # 0 la matriz tiene inversa para b = 2.

7= ) s = ()

L_ags (59 1 o
B 4 :(—1/4 1/2)

9 =0 )-5=G )G D=6 1)

20 O-6 9-6 9
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Ejercicio 2. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El
gasto en litros de combustible por cada 100 kilbmetros en funcién de la velocidad, medida
en decenas de kilbmetros por hora es:

5v ]
— si 0<v<3

c(v) = 12
14—4v+? siv=3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3
decenas de kilbmetros por hora, ¢a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener
un consumo minimo?

b) (1,5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que
1 < v <8, ¢cudles seran el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Solucién:

a) La funcién que esta en el intervalo para mas de 3 decenas de kilémetros es:
2

v
c(v)=14—4v+?

Para obtener el minimo consumo se calcula el minimo relativo:

! —_ 217_ j—
c(v)——4+?_0—>v_6

Para v=6 hay un posible extremo relativo:
2 .
c'(v) = 3 >0 - MINIMO

Para que el consumo sea minimo debe ser de 6 decenas de km/h, es decir, de 60
km/h.

b) Se divide le consumo en dos ramas en funcién de los valores de velocidad que va
a tomar el vehiculo hibrido dentro del intervalo 1 < v < 8
5v

e Para el intervalo 1 < v < 3 se toma la funcién c(v) = 5 la cual es una

funcion lineal y siempre creciente, por lo que el valor minimo de consumo
esav=1:

w| v

c(v=1)=-=1,671/100km

Y, por tanto, el consumo méaximo es v = 3:

5-3
c(v=3)=——=51/100km
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2
e Para el intervalo 3 < v < 8 se toma la funcion c(v) = 14 — 4v + % En el
apartado a) se calcul6 que para un consumo minimo v = 6:

62
c(v=6)=14—4 6+~ =21/100km

Y, en cambio, para el valor de consumo maximo se encuentra en los extremos

del intervalo dado:
2

3
c(v=3)=14—4-3+—=51/100km
82
¢(v=8) =14~ 48+ =3331/100km

Una vez calculados los valores dentro del intervalo se concluye que el valor
minimo se alcanza con v = 1— consumo de: 1,67 [/100km
En cambio, el maximo consumo se produce parav = 3 — consumo de: 5[/100km

OMéximo consumo

O Minimo consumo
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Ejercicio 3. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)
Sean el planor:z = 1, los puntos P (1,1,1) y Q (0,0,1) y la recta r que pasa por los puntos

PyQ.

a)
b)
c)

(0,25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano 1.

(1 punto) Hallar una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.

(1,25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal
sobre el plano 1T sea la recta r, con la cual forme un angulo de % radianes.

Solucion:

a)

b)

Para comprobar que los puntos pertenecen al plano, estos deben cumplir la
ecuacion de este. Basta con sustituir el punto en el plano, en este caso,
Unicamente la coordenada z:

e ParaelpuntoP - m:z=1-1=1— Pertenece al plano

e ParaelpuntoQ — m:z=1-1=1— Pertenece al plano

Se halla la ecuacion de la recta r:

— A = —A
N {ur =P0=(-1,-10) _ . {x
Q(0,0,1)

Para la recta s se toma el vector director de la recta r ya que son paralelas y
se coge un punto cualquiera del plano m: z = 0 ya que s debe estar contenida
en él. Un punto incluido en el plano puede ser el A (0,0,0):

—_— _ > _ A x:—ﬂ_
s: {us_ur_( 1,=1,0) —>r:{y—

Q(0,0,0)

Hay que tener en cuenta que la recta t va

a cortar al plano en un punto, el cual es el A
punto P. Y, ademas, uno de los puntos de
la nueva recta se va a proyectar en la recta
r siendo el punto Q. Esa proyeccion entre
las dos rectas va a tomar un valor de 45°.

Ui

El vector formado por el punto, A (a, b, c),
gue esta incluido en la recta proyectada en

el plano, y el punto Q es perpendicular al N P ) 4%° Q
plano, lo que significa que la direccion del - '
vector y el vector normal del plano son
paralelos, proporcionales.
-a 1-c¢ 0
—_— _ _ _ _ _ a=
{—> Ve = (00.1) —>—a:—b:1 C—> Ob 1 LR b=0- A4(0,0,c)
AQ =(-a,—b,1-¢c) 0 O 1 _T: IC c=c

El dngulo de 45° se forma entre los vectores obtenidos entre el punto P y los
puntos Q y A:
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s 450 — PA-PG (-1,-1,c—1)-(-1,-1,0) V2
PA]PQ] VDR D (- D DR (D 02 2

1+1 V2
——>4=2/2+(c—-1)2->4=2+(c—1)*

212z 2

V2=c—-1-c=1+v2-A4(0,01++2)

Con lo obtenido se puede calcular la ecuacién de la recta t:

— =5 _ x=1+21
p QU =AP=(11—2) | 147
P(1,1,1) s=1—7A
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Ejercicio 4. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

Sabiendo que P(4) = 0,5, P(A|B) = 0,625y P(A U B) = 0,65, se pide calcular:
a) (1,5 puntos) P(B)y P(ANB)
b) (1 punto) P(AJAUB)y P(ANB|AUB)

Solucion:
a)
P(ANB)
P(AIB) = OB 0,625 - P(ANB) = 0,625 P(B)
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) = 0,65
- 0,65 =0,5+P(B)—0,625-P(B) » (1-0,625)-P(B) = 0,65 — 0,5
0,375-P(B) = 0,15 - P(B) = 0.15 = 0,4
-0, (B) =0, —>()—0’375—,
P(ANB) =0,625-0,4 = 0,25
b)
P(AN(AUB)) P(A)
P(A|AU B) =W—>P(A N(AUB)) =P(A) » P(A]JAUB) = P(AUB)
- P(AJAUB) = 0'65 = 0,769
P((ANnB)Nn (AUB))
P(ANB|AUB) = - P((ANB)N(AUB))=P(ANB) -

P(AUB)

P(ANB) 025

P(AnBlAUB)=P(AuB)—O65

= 0,384
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OPCION B
Ejercicio 1. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

—2x+y+kz=1
Dado el sistema:{ kx—y—z=0 |, se pide:
—-y+(k—-1)z=3

a) (1,25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro k
b) (0,5 puntos) Resolverlo para k = 3.

¢) (0,75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién
particular con x = 2.

Solucién:
-2 1 k -2 1 k1
a)A=(k -1 —1>,B=<k -1 -1 0)
0 -1 k-1 0 -1 k-1 3
-2 1 k 3
Al=|lk -1 —-1|=0->-2k?-2k=0-k=0yk=-
0 -1 k—1 2

e Sik#0yk#3/2— |A]#0— rg(A) =rg(B) = n’incégnitas — Sistema compatible
determinado.
e Sik=0

-2 1 0 -2 1 0 1
A=<0 -1 —1,B=<0 -1 -1 0)

0o -1 -1 0O -1 -1 3
-2 1 0

[Al]=10 -1 —1]=0 - se busca un determinante de orden menor:
0o -1 -1

|‘02 _11|=2¢0—>rg(A)=2

Se comprueba el rango de la matriz ampliada B

-2 1 1
0 -1 0[=6+*0->rg(B)=3
0 -1 3

Sik =0 — rg(A) # rg(B) — Sistema incompatible.

e Sik=3/2
-2 1 32 -2 1 3/2 1
A:<3/2 -1 —1>,B=(3/2 -1 -1 0)
0 -1 1/2 0 -1 1/2 3
-2 1 3/2
Al =13/2 -1 —1|=0 - se busca un determinante de orden menor
0o -1 1/2

-2 1
|3/2 _1| =1/2#0->rg(Ad) =2

Se comprueba el rango de la matriz ampliada B
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-2 1 1 -2 3/2 1 1 3/2 1
3/2 -1 0/=0; [3/2 -1 o|=0; |[-1 -1 0|=0 -
0 -1 3 0 1/2 3 -1 1/2 3

Se busca un determinante de orden menor dentro de la matriz ampliada B:

-2 1

|3/2 _1| =1/2#0->rg(B) =2

Si k = 32 - rg(Ad) = rg(B) = 2 < n’incognitas — Sistema compatible
indeterminado.

b) Para k = 3, segln se deduce en el apartado a), es un sistema compatible
determinado, por lo que la solucion es Unica. Mediante Cramer:

2 1 3 1 1 3
A=[3 -1 —1|=-9 Ax = o =1 —1|=3
0 -1 2 3 —1 2
2 1 3 N W
Ay =|3 0 —1|=15 Az =13 -1 ol=-6
0 3 2 0 -1 3
Ax 31 Ay 155 Az -6 2
XT AT 9773 Y= AT 9773 T AT 973

c) Para k = 3/2, segun se deduce en el apartado a), es un sistema compatible
indeterminado:

Neindeterminaciones = incognitas —rango = 3 — 2 = 1 parametro — se cogen tantas
ecuaciones como indica el rango, dejando dos de las incognitas dependientes de
una de ellas:

3
—2x+y+§z=1 1
1 - y=—3+§Z—> y=-34+-41
—y+§z=3 z=12 z=1

Para x = 2, basta con sustituir en los valores anteriores de los parametros para
calcular el resto de las incognitas:

2=-2+4+21 A=4 A=4 =2
1 1 1 X =

y:—3+§/1_) y=—3+zl_> y=—3+§-4—>y=—1
z=2 z=2 z=4 z=4
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Ejercicio 2. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

Dadas las funciones
fx)=2+2x—-2x% y g(x) =2—6x+ 4x? + 2x3,

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(x)].
b) (1,5 puntos) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f(x), y =

gx),x=0yx=2.
Solucion:

a) h(x) =|f(x)] =12+ 2x — 2x?|

1+/12-4-1-(-1) 1£+5

2+2x—2x2=0->x>—x—1=0-x=
X X - X X - X 51 )

e Parax< , setomax=-1:

1-V5
2
hx=-1)=2+2-(-1D)-2-(-1)?=-2<0
Para este intervalo el signo de la funcion es negativo.
1-v/5 1+/5

—<x<
2 2

e Para , setomax=0:

h(x=0)=2+2:-0-2-02=2>0
Para este intervalo el signo de la funcidn es positiva.
e Parax< %ﬁ setomax=2:

R(x=0)=2+2:-2-2-22=-2<0

Para este intervalo el signo de la funcion es negativo.

( 1-+/5
—(2+2x—2x%) six< 5
1—+/5 14++/5
h(x) =42+ 2x — 2x? si S SxS<—
1++/5
—(2+2x—2x% si x> 5

Al ser el mismo polinomio definido a trozos, la funcion es continua en R, por lo que
se puede estudiar la derivabilidad:

_ 1-+/5
—2—-4x) six< 3
' 1-+5 1++5
R'(x) =2 —4x si <x<
2 2
1++/5
L —2—-4x) si x> >
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« Derivabilidad para x = 12*°
1-+5
hm_—Q—Ax)=_<2_4. >——b@
1—/5 2
xX—> 2
1-+5
lim 2—-4x=2-—4- = 2V5
" 2
x—>1_‘/g
2
. _ _ e
lim _f(x) # lim f(x) — No es derivable para x = ——
x_)l__\/g 1—\/§+ 2
2 A
« Derivabilidad para x = 225
1++/5
lim 2—4x=2—-4- = —2\5
1++/5 2
x—>—2
1++5
lim +—(2—4X)=—<2—4- >:2\/§
1+V5 2
xX—> 2
1+/5

lim _f(x) # lim f(x) — No es derivable para x =
1+/5 ot 5+
2 o

1-V5 1+\/§}

La funcion es derivable para todo R { )

b) Se buscan los puntos de corte que hay entre las dos funciones para comprobar si
alguno esta dentro de la regién acotada de 0 < x < 2:

f@X)=gx)—>2+2x—2x>=2—6x+4x%2+2x3 > -2x3—6x2+8x =0

x=0
- (—x?— = 3+,3%2-4-(-1)-4 3%5
-»2x (—x*—-3x+4)=0- X3t A= 0oy = +./ (=1 _>=
2-(-1) -2
( x=0

_3—5_1

"

_3+5

" =—="

El Unico valor entre la region acotada es x = 1, por tanto, el &rea se divide en dos regiones
O<x<lyl<x<2:

e ParaO<x<1:

1 1
ARE41=J~f@)—g@de=J'2+2x—2x2—(2—6x+4x2+2xﬂdx=
0 0

10



mundoestudiante
métodoBarbeito

1 2% 6x3  8x2]
f—2x3—6x2+8xdx= ————+—| =F(1)-F(0)=1,5u?
. &3 T2

2 2
AREA2=-[ g(x)—f(x)dx=f 2+42x—2x*—(2—6x+4x*+2x3) dx =
1 1

2 2x* 6x3  8x2]
f2x3+6x2—8xdx= —+———| =FQ2)-F(1) =9,5u?
. 4T3 T2,

AREATOTAL = Area1 + Area2 =15+9,5 = 11 u?

25
20

15

\Q(x)
10

0 )

-10

11
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Ejercicio 3. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

Dadoselplan0n5x+3y+22+14:OyIarectarE{JZcfé

, Se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar el punto del plano T mas proximo al origen de coordenadas.

b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre e plano Tr.

c) (1 punto) Hallar la recta con direccion perpendicular a r, que esté contenida en Tr,
y que corte al eje OZ.

Solucion:
a) El punto mas préximo al origen de coordenadas es la proyeccion ortogonal del

origen en el plano. Para calcular la proyeccibn hay que obtener la recta
perpendicular al plano que pase por el origen de coordenadas:

= x=A
=132 s —330—0(01)'3'2) Sosily =34
o, 7 =@1

Se halla el punto de corte entre plano y recta, para ello se sustituye la recta en
el plano:

A+3:31+2:2A+14=0-> 1= -1

Ahora se sustituye A en la recta para obtener el punto de interseccién entre
recta y plano:

x=-1
si{y=3:(-1) - P(-1,-3,-2)
z=2-(-1)

b) La proyeccién del eje OZ sobre el plano da lugar a una recta t. La recta se obtiene
con dos puntos proyectados del eje OZ sobre el plano.
Puntos del eje OZ: O (0,0,0) y A (0,0,7).

La proyeccion del punto O es la calculada en el apartado a) — P(—1,—-3,-2)

De la misma forma que en el apartado anterior, se calcular la proyeccion del punto
A sobre el plano:

— x=2
we Ve = U = (132) w:{ y=31
A4(0,0,7) z=7+21

Se halla el punto de corte entre plano y recta, para ello se sustituye la recta en
el plano:

A+3:3142-(7+20)+14=0 »> 1= -2

Ahora se sustituye A en la recta para obtener el punto de interseccion entre
recta y plano:

12
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x=-2
w:{ y=3-(=2) -0Q0(-2,-63)
z=7+2-(-2)

Obteniendo la recta t a partir de los puntos proyectados sobre el plano:

== x=-1-2
g e =Pe=(1-35 . y=-3-31
P(=1,-3,-2) Z=—2+51

c) Elvector de la recta pedida va a ser el producto vectorial entre el vector del plano
en el que esta contenida y el vector director de la recta a la que es perpendicular:

x=2
TE{Z:§—>{y=u—>u_r’=(O,1,O) n:{ﬁ=(1,3,2)
- z=25
AR
Uy =u, xV,=10 1 0|=2i—k->ur=(,0-1)
1 3 2

El corte entre el plano y el eje OZ proporciona un punto contenido en la recta que
se quiere obtener:

n=x+3y+2z+14=0
{ ejeOZ{;zg -0+3:0+2-2414=0-2=-7-B(0,0,—7)

Se obtiene la recta:

13
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Ejercicio 4. (Calificacion maxima: 2,5 puntos)

El 65% de los universitarios de 18 afios que intentan superar el examen practico de
conducir lo consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que
ya han superado el examen practico de conducir. Se pide:
a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran
mas de un intento para superar el examen practico de conducir.
b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas
de un intento para superar el examen préactico de conducir.
c) (1 punto) Aproximado por una distribucion normal, determinar de qué, dados 60
de estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen de conducir a
la primera.

Solucion:
a) Siguiendo una distribucién binomial B(n, p), donde:

p = nimero de universitarios que necesitan mas de un intento para superar el
examen practico de conducirp =1 — 0,65 = 0,35

B(10;0,35)
10
P(X=3)= ( 3 ) 0,353+ (1 =0,35)7 = 0,2522 — 25,22%

b)
10
PX=1)=1-P(X=0)=1- ( . ) 10,35%- (1 — 0,35)1° = 1 — 0,0135 = 0,9865
— 98,65%

c) Aproximando a una variable normal N(u, o):

pu=n-p=60-065=39 oc=/n"p-q=+60 065 (1—065) = 3,69

- N(39;3,69)
correcion Yates 29,5 — 39
PX>30)—— > P(Z =2295)=P (Z Zw) =

P(Z = —2,57) = P(Z < 2,57) - TABLA DE DISTRIBUCION Z = 2,57 — 0,9949
— 99,49%

14



